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PREFAZIONE





Fin da quando, quattro anni or sono, fui chiamato

ad insegnare Geometria proiettiva all’ Universita di Bologna,

io mi proposi di svolgere gli element! di tale scienza,

secondo 1’ mdinzzo dello Staudt, sulla base di un sistema

di postulati puramente grafici, esplicitamente enunciati

;

intendendo, non gik di bandire, raa di tenere distinte le

applicazioni metriche.

A rendere interamente possibile 1’ attnazione del detto

fine, oecorsero alcune ricerche dirette ad eliminare 1’ uso

di nozioni metriche, che pur compariva in qualche punto fon-

damentale delle trattazioni di Klein, Pasch, De Paolis ecc.:

ricerche onde ebbe origine la mia nota « Sui fondamenti

della Geometria proiettiva » pubblicata nei Rendiconti

dell’ Istituto lombardo del 1894.

Ma, risoluto il problema sotto I’aspetto scientifico,

occorreva ancora elaborare la forma della trattazione e

svolgerla piii compiutamente nei suoi dettagli, in guisa

4a renderla accettabile nella scuola.
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A questo scopo didattico mi sembra si sieno A'enute

awicinando, durante i tre anni scovsi, le lezioni die oia

pubbheo per le stampe.

Nelle quail ho cercato di contemperare le esigenze

dello spinto logico coi vantaggi e colie attrattive die

r mtmzione conferisce agli studi geometrici. La traccia

dello svolgimento. rigorosamente matemalico, corre indi-

pendente dalle osservazioni di carattere intuitivo, le quah,

dopo r enunciazioue dei postulati, non sono pm necessarie.

ma esse compariscono tuttavia a lumeggiai’e alcuni concetti

0 ragionanieiiti piu astrusi, ed in taluni punti possono

anzi sostituire con Tantaggio didattico il procediniento

rigoroso della dimostrazione.

Debbo ora esporro, in breve, il contenuto di queste

lezioni,

I primi 5 capitoli, come quelli che conducono dal-

I’analisi delle pm elementari proposizioni graficlie alia

dimostrazione del teorema fondamentale della proiettivita.

racchiudono la parte piu originale del libro. lo non staro

qui ad indicare i punti salienti di questa trattazione, riman-

dando per ci6 alia mia nota citata dell’ Istituto lombardo.

Ma, mi permetterd tuttavia di richiamare 1’ attenzione del

lettore sulle considerazioni relative alia legge di dualilii

nel piano (§ 9), per le quali essa risulta stabilita a priori,

con una estensione maggiore dell’ ordinario.

Le principali relazioni cui da luogo lo studio della

proiettivith e dell’ involuzione in forme di 1.®’ specie, spe-

cialmente del piano, occupano i capitoli VI e VII; dove,

in particolare, i casi metrici piu notevoli vengono trattati

sistematicamente
,

ricorrendo al principio generale del
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mommento, secondo lo stesso spirito die ha mformato

sviluppi di simil genere concernenti i gruppi armonid (§ 17).

II cap. VIII e dedicate all’ omografla e alia correla-

zione tra piani (o stelle) studiate dapprima sotto un aspetto

comune, e quindi nelle relazioni difFerenti cui esse danno

luogo ove SI considerino in forme sovrapposte. I cast par-

ticolari metrici dell’ omografla si trovano svolti assai ampia-

mente, iii modo da trarne la deduzione che « tutti i rap-

porti metrici delle flgure, nel piano o nella stella, si

possono riguardare come rapporti graflci coll’assoluto », e

a questo fatto ben noto si riattaccano alcune considera-

zioni, che stimo non prive di qualche interesse, in ordine

alia estensione a priori della legge di dualita

Le comche, definite mediante le polarity, vengono

studiate nei 4 capitoh successivi; ed anche qui il contenuto

delle proposizioni graflche viene lumeggiato da abbondanti

applicazioni metriche, atte a fame risaltare 1’ impoi*tanza.

Ml permetto in particolare di indicare all’ attenzione del

lettore il cap. XI, che tratta 1’ argomento delicate dei

problemi determinati Occorre in tali sviluppi la tradu-

zione geometrica dei concetti relativi al campo di razio-

nalita, introdotti dal Kronecker nell’ Algebra; i quali

concetti condncono a fissare bene, per ogni problema,

quail elementi s’lntendano dati e quali si vogliono ooslrxdre,

apparendo cosi la necessita di porre I’assoluto del piano

fra gli elementi dati, ogniqualvolta si tratti di problemi

metrici.

Fra 1 problemi che trovano posto nel detto cap. XI

,

non sono soltanio i piii usuali problemi di 2.° grade, bensi

anche alcuni di 3.^ grade, che ricevono, per la prima
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volta m un trattato. uno svolgiraento geometrico rigoroso.

(cfr. la nota di Maccaferri citata a pag. 287). E cosi si

ottiene la determinazione degli element! unit! d’ un’ omo-

grafla nel piano o nella Stella; e se ne traggono quindi

le propriety relative agli assi e alle sezioni circolari dei

coni quadric! (cap. XIII).

Inflne, nell’ ultimo capitolo, viene fatto lo studio delle

proiettivitk dello spazio , second© lo stesso spirito die

informa la trattazione dell’ argomento analogo riferentesi

al piano (cap VIII), ma piii rapidamente.

Di seguito al libro ho posto un’ appendice contenente

alcuni brevissimi cenni di sviluppi complementari

In questa, spiegato il concetto della Geometria astratta,

ne deduce la determinazione delle coordinate proiettivo

nello spazio, ponendo una proiettivita tra 1’ ordmario spazio

di funti, e lo spazio (anahtico

)

avente come elementi i

gruppi omogenei di quattro numeri.

E dalla rappresentazione analitica dei punti dello

spazio traggo occasione per accennare agli elementi imnia-

ginari, ed alia loro interpretazione geometrica

Termino con alcune notizie storico-critiche die racco-

mando specialmente ai giovani desiderosi di conoscere la

genesi dei concetti fondamentali della Geometria proiettiva.

Ora affido il libro al giudizio del pubbhco , coll’ au-

gurio che esso contribuisca a tener sempre vivo, nel nostro

paese, 1’ amore agli studi geometrici.

Ma prima di chiudere queste linee di prefazione debbo

ringraziare i professori C. SEORf; e G. Castelnuovo per i

consigli amichevoli di cui rai furono larghi flno dai prin-

cipii del mio insegnamento.



Ringraziamenti cordiali sieno pur resi ai miei allievi

signori Ugo Amaldi e Roberto Bonola per T aiuto intel-

ligente prestatomi durante la revisione delle bozze, e I’in-

cisione delle figure.

Infine sia espressa la mia graticudine al signor Zani-

cHELLi per le cure dedicate alia buona riuscita di questa

edizione

Bologna^ decemhre 1897,

Federigo Enriques





Introdnzioue.

1. DaH’ordine delle cose esterne, nella rappresenta-

zione data alia mente dai sensi, scaturisce il concetto di

spazio. La Geometria studia questo concetto gia formato

nella mente del geometra, senza porsi il problema (psico-

logico ma non niatematico) della sua genesi. Sono dunque

oggetto di studio, nella Geometria, i rapporti intercedenti

fra gli elementi (pitnli, hnoe, sttperfiGie, rette, piam eoc,)

die costituiscono il concetto complesso di spazio: a tali

rapporti si dii il noine di proprietd spaziali o geomelriGhe,

In virtii dei rapporti intercedenti fra i vari elementi

del concetto di spazio, alcuni di questi possono essere

dofiniti (logicamente) mediante altri: cosi p e. il piano puo

essere definito mediante la retta e il punto ecc. Tuttavia

alcuni elementi debbono essere introdotti come elementi

pmni 0 fondamentali della Geometria, senza definizioiie,

giacche non si potrebbe dare una definizione (logica) di

tutti senza cadere in un circolo vizioso.

La scelta degli elementi fondamentali della Geometria

non e a prion determinata ; si scelgono come tali gli

elementi piu semplici rispetto alia intuizione psicologica,

cioe quelli di cui la nozione si trova formata nella nostra

mente come contenuto del concetto di spazio: tali sono

p. e. il punto, la retta e il piano.
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Si considera generalmente come cnterio teorico di

perfezione (logica) lo scegliere il mimmo numero possi-

bile di elementi geometnci come foiidamentali . ma questo

cnterio non ha valore imperative, e non soddisfa sempre

il sense psicologico dell’ intuizione, allorclie porta a sosti-

tuire con una deflnizione la nozione intuitiva di un ele-

mento di cui la mente ha una cbiarissima immagine, cosi

p. e. la nozione intuitiva del piano e (psicologicamente)

pih semplice di quella ricavata dalla sua deflnizione logica

mediante il punto e la retta. Comunque pero si sieno

scelti gli elementi geometrici foiidamentali in modo arbi-

trario ed in numero sovrabbondante, Offni altro ente geome-

tneo suecessivamente introdotio dovrd essere delinito

logicamente mediante gli elementi foiidamentali, salvo che

si dichiari esplicitamente di mtrodurlo come un nuovo ele-

mento fondamentale date intuitivamente (psicologicamente).

Abbiamo detto che fra gli elementi (e gli enti geome-

trici definiti a mezzo di essi) intercedono dei rapporti che

costituiscono appunto le proprieta geometriche. Lo studio

di queste propriety si fa dal matematico in due modi:

1.

° esercitando V intuizione (psicologica) sopra i

concetti spaziali,

2.

° deducendo col ragionamento logico nuove pro-

priety da quelle date dall’ intuizione, (le nuove proprietii

ottenute diconsi dimosirate)

Si chiamano postulati le propriety geometriche date

(immediatamente) dall’ intuizione ; teoremi le propriety

che se ne deducono logicamente (e quindi si appoggiano

mediatamente sull’ intuizione).

Un postulate introdotto nella Geometria divenia super-

fluo allorche si puo dimostrai’e mediante gli altri; allora

SI pud toglierlo dal numero dei postulati e darlo come

teorema.

Tuttavia non e possibile dimostrare tutte le propriety

che si assumono come postulati senza cadere in un circolo



vizioso. dunque necessario porre in principio della

Geometria alcuni postulati
;
quest! si scelgono fra le pro-

priety che hanno maggiore emdenza intuihva, ma la loro

scelta non e a priori determinata.

Si potra considerare come un criterio di perfezione

(logica) il ridurre il numero dei postulati, per quanto e

possibile (assumendo postulati tutti mdipendenh)

.

ma questo

criterio non ha valore imperative e non soddisfa sempre

il sense psicologico della intuizione allorchb porta a dare

la dimostrazione di propriety (intuitivamente) evident!. In

ogni caso il rigore matematico esige che ogni qualvolta

SI assume una propnetd geometrica come data dal-

V intuizione si enunci esplicitamenie come un postulato :

ogni altra propriety geometrica deve essere dimostrata

matematicamente. cioe dedotta con ragionamento logico

dai postulati gia introdotti.

2. Le propriety geometriche sono tutte trasforma-

zioni logiclie di quelle contenute nei postulati, le quali

alia lor volta si aggruppano, in vane categone, attorno

ad un certo numero di nozioni (piii o meno complesse)

non suscettibili di paragone, ma intuitivamente compren-

sibili di per se stesse. Cosi p. e. possiamo distinguere le

propriety geometriche in due grandi categorie:

1.

^ le propi-ield grafiche relative alle nozioni di

retta e di piano ecc; (piu rette passano per un punto o

giacciono in un piano, piii piani passano per una retta o

per un punto ecc);

2.

^^ le proprietd metriche relative alle nozioni di

distanza (o tunjghezza di un segmento), di (grandezza

d’) angolo di due rette o di due piani ecc.

Possiamo dire che queste due categorie di propriety

geometriche nascono da due forme dell’ intuizione spaziale:

r intuizione grafica e V intuizione metrica, le quali forme

sono bensi mescolate in un’unica intuizione completa dello

spazio, ma possono essere distinte da una analisi soggettiva.
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Noi pensiamo (per ragioni dedotte dalla psicologia flsiolo-

gica) che queste due forme dell’ mtuizione spaziale si

riattacchino nella psicogenesi a due gruppi diversi di

sensazioni le sensaziom visive da un lato, le se')%sazioni

tattili e dt movimento dail’altro lato; le dette forme si

sarebbero poi fuse per associazione. Ci limiteremo qui a

constatare (e ei6 farb capir meglio la distinzioiie fra pro-

priety graflcbe e metricbe, che piu tardi sarh precisata)

che allorquando si tratta di veriflcare propriety graflche

di una figura fistoa, ricornamo (preferibilmente) alia

v'lsta; cosi ad es. per veriflcare se una hnea e retta,

guardiamo se tutti i suoi puiiti danno una sola immagnie

allorche si pone I’occhio in un punto di essa, ecc.: invece

per veriflcare le propideth metriche, ricorriamo (prefen-

bilmente) alia misura e quindi al tatto, cosi p. e. se m
tratta di veriflcare che due segment! sono uguali proviamo

a trasportare un segmento rigido (capace di imsurarli)

adagiandolo sull’ uno e sull’ altro ecc.

La Qeometna proiettiva ha come oggetto lo studio

delle proprietd grafiche.

Essa introduce soltanto postulati grafici (nferentisi a

propriety della categoria menzionata) ed esclude sistoma-

ticamente 1’ impiego di considerazioni metriche nella dimo-

strazione dei teoremi.

La Geometria proiettiva ha perd delle relazioni inte-

ressanti colla Geometria metrica; queste formano 1’ oggetto

di applicazioni della Geometria proiettiva e trovaiio posto

accanto alle proposizioni della Geometria proiettiva pro-

priamente detta; nella dimosti’azione di esse non bastano

pill i postulati (grafici) della Geometria proiettiva, ma si

nchiedono ancora quelli relativi alle nozioni metriche.

anzi in queste considerazioni metrico-proiettive (ed in esse

soltanto) noi supporremo noti anche i piu semplici teorenn

della Geometria elementare.



CAPITOLO I

Proposizioni fondamentali.

§ 1. Forme geometriclie fondamentali. — La Geome-
tria proiettiva muove dai concetti semplici di pimto, retta

Q piano. II pnnto, la retta ed il piano vengono deno-

minati elemenii fondamentali. Indiclieremo i puuti colle

lettere maiuscole delF alfabeto latino A B (7.... , le rette

colle lettere minuscole dell’ alfabeto latino a h c ed i

piani colle lettere dell’ alfabeto greco a [i y....

Un insieme di elementi fondamentali, cio^ un insieme

di pnnti, rette e piani, dicesi Figiira. Vi sono alcuni modi

semplici di aggruppare fra loro gli elementi fondamentali,

e questi aggruppamenti danno luogo a certe figui^e ele-

mentari die vengono denominate Forme geometriclie fon-

damentali: esse rispondono ai vari modi con cni ciascnno

degli elementi puo concepirsi come generate dall’ insieme

di infimti altri di nome diverse.

Una retta puo considerarsi come generata dall’ insieme

di tutti i suoi punti o come 1’ insieme di tutti i piani

che passano per essa: da questa considerazione nascono

due forme fondamentali, cioe:

1.^ la retta pimteggiata, flgura costituita da tutti gli

inflniti punti d'una retta, che dicesi sostegno della punteggiata.



2 ° tl fascio ch ptani, flgura costituita da tutti gli

inflniti piani passanti per una retta. die dicesi asse del

lascio.

Un piano pud considerarsi come I’lnsieme di lutti i

suoi punti 0 come 1’ insieme di tutte le sue rette ;
nascono

quindi le due forme foiidamentali seguenti;

3 ° il piano punteggiato, figura costituita da tutti

gli inflniti puiiti d’un piano, die dicesi sosiegno della

forma

4.

° il piano rigato, flgura costituita da tutte le

infinite rette di uii piano, die dicesi sostegno della forma.

Quando si considera il piano come il complesso di

tutti i suoi element! fondamentali (punti e rette), senza

distinguerne il iiome, si ha la forma detta sistema piano.

che compreiide in se il piano punteggiato ed il piano

rigato.

In un sistema piano la retta pud considerarsi soltanto

come r insieme dei suoi punti, cioe soltanto come soste-

gno di una punteggiata (non come asse di un fascio di

piani) ;
il punto puo considerarsi come 1’ insieme di tutte

le rette (del piano) che passano per esso e si lia cosi la

forma

.

5.

® fascio di raggi, che e la flgura costituita da

tntte le infinite rette che passano per un punto (centro

del fascio) e giacciono in un piano (detto piano del fascio).

Un punto, considerato come appartenente alio spazio,

puo essere generate dall’ insieme di tutte le rette o di

tutti i piani che passano per esso. quindi da luogo alle

due forme fondamentali seguenti:

6.

® la Stella di raggi, flgura costituita da tutte le

infinite rette (dello spazio) passanti per un punto, che

dicesi centro della stella.

7.

® la Stella di piani, flgura costituita da tutti gli

inflniti piani passanti per un punto, che 6 detto centro

della Stella.
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Quando j=«i considera il punto come Tinsieme di tutti

gli elementi fondamentali (rette e piani) a cui appartiene,

senza distinguerne il nome, si ha la forma detta Stella,

che comprende in se la stella di raggi e di piani e di

cui il punto e ancora il centra.

In una stella la retta puo considerarsi soltanto come

r insieme di tutti i piani passanti per essa, cioe come

asse di un fascio di piani (non come sostegno di una pun-

teggiata)
;

il piano puo considerarsi soltanto come T in-

sieme di tutte le sue rette che passano pel centre della

stella. ossia come un fascio di raggi. Il fascio di raggi

e dunque una forma appartenente tanto ad un sistema

piano, anzi precisamente ad un piano rigato, quanto ad

una stella e precisamente ad una stella di raggi, esso e

la forma costituita dagli elementi comuni ad un piano e

ad una stella di cui il centro appartiene al piano.

Infine lo spazio puo considerarsi come I' insieme di

tutte le sue rette o come V insieme di tutti i suoi piani.

Si hanno cosi le tre forme fondamentali: spazio piinteg-

giato, spazio rigato, spazio di piani; ma soltanto la

prima e 1’ ultima saranno considerate nel seguito, saramio

cioe considerate le due forme seguenti:

S.° lo spazio punleggtalo, che 6 la ligura costituita

da tutti gli inflniti punti dello spazio

;

9.® lo spazio di piani, che e la flgura costituita

da tutti gli inflniti luam dello spazio.

Diremo che due elementi fondamentali si apparten-

gono quando uno di essi e contenuto neiraliro; cosi una

retta ed un suo punto si appartengono , similmente si

appartengono un punto ed un piano che passa per esso

,

ecc. Se due elementi si appartengono diremo mdifferen-

temente che Tunc appartiene all’ altro. Allora possiamo

dire che le nove forme geometriche fondamentali che

abbiamo definito individualmente, sono le figure costituite

da tutti gli elementi fondamentali di dato nome che appar-
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tengono ad uno stesso elemento fondamentale (sosiegno)

0 a due elementi fondamentali (punto e piano) apparte-

nentisi fra loi'o. GIi elementi fondamentali il cui insienie

costituisce una forma si diranno elementi generator della

forma.

Le forme: punteggiata, fascio di piani e fascio di

raggi, si dicono di 1 ® specie; esse vengono generate dal

semplice movimento di un loro elemento. Si dicono invece

forme di 2.^ specie: il piano punteggiato o rigato e la

Stella di raggi o di piani. Ogni forma di secouda specie

contiene in se infinite forme di prima specie i cm ele-

menli generatori sono pure elemeuti generator! della forma

di 2.^ specie . tali forme vengono generate dal movimento

doppio di un loro elemento, ossia dal movimento semplice

di una forma di prima specie in esse contenuta. Finalmente

si dicono forme di 3.^ specie, lo spazio punteggiato e lo

spazio di piani, ciascuno dei guali contiene in se infinite

forme di 2.^ specie (nspettivamente piani punteggiati e

stelle di piani): le forme di 3.^ specie vengono generate

dal movimento tTiplo di un loro elemento, ossia dal mo-

vimento semplice di una forma di 2.® specie in esse

contenuta

OsSERVAzioNE — Per individuare analiticamente un

elemento d’ una forma fondamentale, occorrono nspetti-

vamente una, due, tre coordinate , secondoche la forma e

di prima, seconda o terza specie.

§ 2. Elementi impropri. — Doblnamo ora ricordare

alcune proposizioni fondamentali della Geoinetria, die si

desumono immediatamente dall’intuizione e possono quindi

essere introdotte come postulati (sebbene forse non sieno

tutte indipendenti, cioe alcune di esse possano dedur.si

logicamente dalle altre). Esaminando tali pi'oposizioni po-

tremo con deflnizioni opportune enunciarle sotto una forma

piu breve ed uniforme, cio che sara utile in seguito.
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Per raggiungere piti presto lo scopo die ci propo-

niamo, gioverk usare due locuzioni che pure trovano

posto nel Imguaggio comune della Geometna elementare.

Invece di dire « due rette sono parallele » diremo che

« haniio la stessa direzione * o che « hanno eomune la

direzione » ; e cosi invece di dire che « due piani sono

paralleli » diremo che « hanno la stessa giacitura ». E ci

converrJi anche di dire che una retta apparttene alia sua

direzione e iiceversa, ed analogamente che un piano ap-

partiene alia sua giacitura e viceversa. Fatta questa avver-

ienza, possiamo enunciare le seguenti proposizioni
:

(‘)

1.*' Due punti determinano wia retta che ad essi

appai'tiene (e cui essi appartengono).

2/ Due piani determinano una retta che ad essi

appartiene (la loro intersezione), oppure una giacitura che

ad essi appartiene (sono paralleli).

3.

®' Uii punto 6 una direzione deteraiinano una retta

cui appartengono (la retia passante per il punto che ha

la data direzione).

4.

® Due direzioni determinano una giacitura cui

appartengono (cioe « vi sono infiniti piani paralleli a due

rette che non hanno la siessa direzione e quest! piani

sono tutti paralleli fra loro »).

5.

® Tre punli non appartenenti ad una retta deter-

minano un piano a cui appartengono.

0 ® Tre piani non passaiiti per una retta e (non

parallel! fra loro cioe) non aventi comune la giacitura,

determinano un punto o una direzione che ad essi ap-

partiene (cioe hanno un punto comune o sono paralleli

ad infinite rette tutte parallele fra loro).

7.® Due punii e una direzione determinano un
piano a cui appartengono (cioe « per due punti passa un

piano parallelo ad una retta data *).

(1) Dove coll’iiriicolo un intendiamo « uno ed nno solo ».
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8.^ Un punto e due direzioni determinano un piano

a cui appartengono (cioe « per un punto passa un piano

parallelo a due rette che hanno direzione diversa »).

Dair esame di queste proposizioni si Tede che in esse

la parola ^ direzione » sostituisce in molti casi la parola

« punto ;» e la parola « giacitura » sostituisce la parola

«.< retta s*. Sorge per6 I’ldea di deflnire come « punto » e

« retta » rispettivamente la direzione di una retta e la gia-

citura d’un piano. Per distinguere poi, ove occorra, il

nuovo ente (direzione) che viene designate col nome di

punto, dair ente che ordinariamente si designa cental

nome, si dira punto propno un punto nel signilicato

ordinario e punto impiropno (o punto all’ infimto) la

direzione di una retta
:
parimenti si tara. ove occorra, la

distinzione fra retta propria (retta nel signiflcato ordinario)

e retta impropna o aZrm/mtto (giacitura d’un piano) (‘).

(1) E utile notaie come il pensiero matem.itico sia giunto .i coii-

sidorare come uu punto all’ inflniio la direzione d’ una retta (o analoga-

mente come letta all’inflnito la giacituia d’un piano)

Ria a una retta ed 0 un juinto fuoii di essii- convidoiiamo una

retta 0 P p.is.s.mto per 0 o

seganto la « iii un [lunto P
Se lacciarao niotiire la volla

0 P attomo ad 0 in uno
f

<Iei duo .sensi, in mus,} da

tendeio .dla posiziono limite

dolLi letta b pai.dlcla alia u,

ij punto d’mcontio P della

noiumatii i*ett«i uiobile con tr

assume successive posizioni P', P",.... die si Minno allontanando indeli-

mtainente da un punto iisso A sii a. Questo punto d’ inter.sezioiie delJii

trasversale mobile pei* 0 con a, scompare quando la Ipasversale acqiusta

la posizione della 6 paialleU ad c iicompare poi daU’altia paite av\i-

cmandosi sempie ad A se si continua la lotazione della retta per 0 nel

inedesimo sense, oltre la posizione di parallelismo. Peicio il punto P
comune ad a e ad una trasversale per 0 nel piano 0 tende ad essero

sostituito dalla direzione comune alle rette ba quando P si allontana imle-
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Conforme alle locuzioni inti’odotte dovremo dire che:

Ad una retta appartiene un punto improprio (la sua

direzioiie).

Ad un piano appartiene una retta impropria (la sua

giacitura).

Con CIO le proposiziom date si possono enunciare

piu compendiosamente.

Le proposiziom 1,3,4 siriuniscono nelsolo enunciate:

1.

° Due punti (propri o impropri) determinano ima
retta (propria o impropria).

La 2 SI puo enunciare:

2.

° Due piam determinano una retta (propria o

impropria)

Le proposiziom 5, 7, 8 danno luogo all’ enunciate

comprensivo

:

3.

° Tre punti non appartenenti ad una retta, di cui

uno almeno proprio e gli altri due propri o impropri

,

determinano un piano.

Infine la 0 si eiiuiicia.

4.

“ Tre piam non a'venti in comune una retta (pro-

pria 0 impropria) determinano un punto (proprio o im-

proprio).

Nell’ enunciato della proposizione 3.* compare per6

una restrizione per la quale non si puo dire che gh ele-

menti propri e impropri entriuo ugualmente nei quattro

enunciati: invero tre punti impropri (non appartenenti

ad una retta) non individuano alcun piano, poiche non

vi e in generate un piano parallelo a tre rette date. Per

togliere questo caso d’ eccezione , defimremo come piano

improprio (o all’ infimto) I’insieme di tutti i punti im-

propri e di tutto le rette improprie dello spazio, cioe

flmtainente su a nell’uno o neU’.iItro sense. Apparo cosi naturale di nguar-

dare duo rette pariillelo come aveixti un (unico) punto comune (impropno)

all’ inflmto.
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r insieme di tutte le dii'ezioni e giaciture. Peru , affinclie

SI possano considerare mdifferentemente piani oi'dinari

{propri) e il piano improprio nolle proposizioni 1 ^ 2

3.^ 4 (e quindi anche in quelle dedotte da esse), occor-

rer^ verificare che le proposizioni 2.^ e 4.*^ valgono ancora

se uiio del piani ivi menzionati e il piano improprio

:

ora cosi accade infatti, giacche in tal caso queste due

proposizioni si riducono a dire rispettivamente che « ad

un piano proprio appartiene una retta impropria (e non

punti impropi‘1 fuori di essa
)

» e che « all’ intersezione

(retta) propria di due piani propri appartiene un punto

improprio ».

Cio posto, SI puo dire che valgono le proposizioni

seguenti, riassumenti quelle enunciate innanzi, dove non

vi 6 distinzione di elementi propri ed impropri.

a) Due punti deter- b) Due piani deter-

minano una retta cui appar- minano una retta che ad essi

tengono. appartiene.

c) Tre punti non ap- d) Tre piani, non ap-

partenenti ad una retta
, de- partenenti ad uiia retta, de-

terminano un piano cui ap- terminano un punto che ad

tengono. essi appartiene.

Accanto a queste proposizioni enunciamo le seguenti

che, come si verifica subito, valgono pure seiiza ecceziono

dando ai punti e alle rette il signiflcato piu largo.

e) Un punto ed una f) Un piano ed una

retta che non si apparten- retta che non si aiiparten-

gono determinano un piano gono determinano un punio

a cui appartengono. che ad essi appartiene.

Le proposizioni a, b, c, d, e, f, ( data la convonzioiie

riguardante gli elementi impropri) si desumono iminedia-

tamente dall’ intuizione e per6 possono riguardarsi come
costituenti un primo gruppo di postulati della Geometna
proiettiva, che ci converrh tra poco di porre sotto altra

forma (§3).
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11 fatto ohe in questi postulati non si clistinguono

gli elementi jgropn dagli impropn, porta come conse-

guenza che i teoremi fondaii su di essi valgono indif-

ferenteraente ove gli elementi in essi menzionati si con-

siderino come pi'opn od impropri.

Aggiungendo altn postulati in cui si contemplino pure

indifferentemente elementi propri ed impropri, la cosa

continuera a sussistere; e poiche a questo requisite sod-

disfaranno i nuovi postulati che introdurremo per ibndare

la Geometria proiettiva, si poxra atfermare che:

Nella Geometria proiettiva (fondata sii tali postu-

lati) gli elementi propri ed impropri possono e debbono

considerarsi indifferentemente.

Cosi si giustifica 1’ introduzione e 1’ uso degli elementi

impropri.

Diamo subito un esempio relativo alle cose dette,

dimostrando la proposizione;

In un piano (proprio o improprio) due rette (pro-

prie 0 impropne
)
hanno sempre comuiie un punto

(
proprio

0 improprio).

Nel piano a si abbiano due rette r, s. Per r, s con-

duciamo rispettivaniente due piani p, o diversi da a; que-

sti hanno comune iina retta h diversa da r, s: la h non

giace nel piano a e pero ha comune con esso un punto 0

che e anche comune ad r, s
:
queste hanno dunque comune

un punto c. d. d.; (d’altronde se avessero comuni duepunti

coinciderebbero pel postulate a).

Nella dimostrazione data ci fondiamo sui postulati

a, b, c, d, e, f, senza distinguere il caso di elementi propri

od impropri
;
dunque la proposizione stessa resta stahilita

senza eccezione: ove volesse farsi la menzioiiata distin-

zione, la proposizione stessa darebbe luogo a piu altre

della Geometria elementare. le quali (potrebbero anche

desumersi dall’ intuizione, ma) sarebbero conseguenze delle

varie proposizioni 1, 2, 53, 4, 5, 6, 7, 8, sopra enunciate.
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II modo piu I’apido coii cui si pervieiie alia conclusioue

comprensi'va enunciata e uii rantaggio che si ripete in casi

piu elevati, dovuto all’introduzione degli elemeiiti inipropri.

§ 3. Prime gruppo di proposizioni fondamentali della

Oeometria Proiettiva. — Per 1’ introduzione degli element i

impropri dobbiamo estendere le deflnizioni date di forme

fondamentali e considerare le seguenti forme impropne

.

1.

“ la reita impropma punteggiata (retta impro-

pria, luogo dei suoi mflniti punti, ossia insieme delle dire-

zioni contenute in una giacitura);

2.

“ il fasGio improprto di piani (insieme di tutti

gli infiniti piani che hanno una giacitura);

3.

° il piano improprto pnnteggiato e rigato (in-

sieme di tutte le infinite direzioni e nspettivamente gia-

citure);

4.

° il fascio improprto dt raggt (insieme delle

infinite rette che hanno una data direzione e giacciono

in un piano proprio, oppure insieme delle giaciture che

hanno comune una direzione);

5.

° la Stella impropna di raggi e dt piant (insieme

delle infinite rette e nspettivamente degli inflniti piani

paralleli ad una retta flssa, cioe contenente una direzione).

Dopo ci6 le proposizioni a, h, c, d, e, f, del prece-

dente § si possono compendiare nei soli enunciati segueiiti.

dove ( come sempre nel seguito salvo esplicito avviso

)

veiigono designati indifferentemente col nome di elementi

(punti, rette e piani) e col nome di forme, gli elementi

e le forme propri e impropn.

I. In una forma di 3.^ specie due elementi fon-

damentalt determinano una forma di !?• specie (oonie-

nuta nella data dt 3.^ specie) a cut appariengono

;

(coni-

prende le proposizioni a, b).

IL In una forma di 3.^ specie tre elementi fonda-

mentali non appartenenti ad una forma di specie
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determinano una forma di 2.^ specie (contenuta nella

data di Sf specie) a cm appartengono ( compi’ende le

proposizioni c, d)

III. In una forma di 3^ specie nn eleniento fon-

damentale ed una forma di !? specie che non si appar-

tengono, determinano una forma di 2f specie a cm
appartengono; (compreude le proposizioni e, f).

Considereremo le proposizioni I, II, III come un primo

gi’uppo di proposizioni fondamentali
(
postulati

)
della Geo-

metria proiettiva; esso equivale all’insieme delle propo-

sizioni a, b, c, d, e, f.

Da queste proposizioni si deduce quella (gia conside-

rata per i piani) secondo la quale « In una forma di

2f specie due forme di If specie hanno un elemento

comune ». Questa del resto, tanto per il piano che per la

Stella, esprime veriia intuitive.

NoTAZio^ti — Indicheremo con (AB) o, piu sempli-

cemente, con A5 la retta determinata da due punti A, B:

con ( a )
0 a[i la retta determinata da due piani a, [i

; con

{ab) 0 ab il punto comune a due rette a, b di un piano,

0 il piano delle due rette: analogamente con {ABC), (afiy)

oppure ABC, afjy, indicheremo 1’ elemento (piano o punto)

determinato rispettivamente da tre punti A, B, C o da tre

piani a, p, y non appartenenti ad una forma di prima specie,

cosi pure s’indichera con (aA)oAa il piano determinato

dalla retta a o dal punto A (fuori di essa); con (a a) o aa
il punto comune alia retta a ed al piano a che non la

contiene; ecc.... Scriveremo aiiclie 0 = (afjy) per designare

il punto (apy) ecc. Queste notazioni servono ad indicare

indifferentemeiite elemeiiti propri ed impropri.

g 4. Proiezioni e sezioui. — Le proposizioni a, b, c,

d, e, f, 0 le I, II, III, del § precedente ( ove non si distin-

guono gli elementi impropri dai propri) permettono di

dare un senso ben determinato a certe operazioni che
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diconsi ojieraziont fondamentali della Geometria proiet-

tiva. Queste sono le seguenti

Proiettare una figuia Segare {be...

(BC...bc...). Pr-)-
1° da un punto A l.“ con un piano a

(cenfro di protezione) fuon {piano di sezione) non ap-

della figura, cioe condurre partenente ad uu elemento

le rette {AB),{AC)... ed i dellafigura, cioeporreipunti

piani {AV), {Ac)..., detenmi- {ab), {xc)... e le rette {x^i),

nati da A e rispettivamente (ay) ... determinati da a e

dai punti dalle rette rispettivamente dalle rette

b, c .. della flgura (la figura b, c. . b dai piani Py...
della

proiezione cosl ottenuta si figura ( la figura sezione cosi

mdica con A (5(7... be . )); ottenuta si indica con a {be.

.

Pr-));
2.° da una retta a 2." con una retta a

(asse di proiezione

)

fuori non appartenente ad un ele-

della flgura, cioe condurre mento dellafigura, cioe porre

i piani {aB), {aC).... deter- i punti (ap),(«y)... determi-

minati da a e dai punti 5, nati da a e dai piani py. .

C... della figura (la figura della figura (la flgura se-

proiezione cosi ottenuta si zione cosi ottenuta si indica

indica con a{BC...)). con a(py...)).

Proiettare una figura da un punto A
{
fuori di essa

)

sopra un piano x ( che non passa per A

)

e una locuzione

abbreviata per denotare che si e proiettata la figura da A
e si e segata la proiezione con a.

Mediante proiezioni e sezioni, si puo passare dall’una

all’altra di due forme di 1.® specie o daH’una all’altra

di due forme di 2.®' specie.

Proieitando una pun- Segando un fascio di

teggiata
:

piani :

l.° da un centre (fuori l.° con uu piano (non

della sua retta di sostegno) appartenente airas.se del

si ottiene un fascio di raggi: fascio) si ottiene un fascio



17

1 raggi proiettanti sono coor- di raggi; i raggi di questo

dinati ai punti proiettati e vengono coordinati ai piani

SI dice che la puiiteggiata segati (del 1.® fascio) e si

ed il fascio di raggi sono dice die il fascio di raggi

riferih prospethvainente o ed il fascio di piani sono cosi

die sono prospettivi; riferiti prospettimmente o

die sono prospetiivi.

2.® da un asse ( die 2P con una retta (die

non incontri la retta sostegno non incontri V asse del piano)

della punteggiala) si ottieiie si ottiene nna punteggiata

un fascio di piani riferito riferita prospettimyneyite o

prospettivamente o prospet- prospettiva al fascio di piani

.

tivo alia punteggiata

Proiettando un piano Segando una stella di

punteggiato ( o rigato
)

da piani (o di raggi) con un piano

un ceiitro (fuori del piano) (non apparteiiente alia stella)

si ottiene una stella di raggi si ottiene un piano rigato (o

(o rispettivamente di piani) rispettivamente punteggiato)

riferita prospeltivaraente o riferito prospettivamente o

prospettiva al piano. prospettivo alia stella.

Se si ha una flgura (di rette) nel piano, Toperazione

di segarla con un piano (non coincidente con quello della

figura) SI pu6 enunciare dicendo die si sega la fgura
con una retta del suo piano ( intersezione del piano

segante). Analogamente, se si lia una figura (di rette)

nella stella, Toperazione di proietiarla da un punto (che

lion sia il centre della stella) si pu6 enunciare dicendo

che St proietta la figura da una retta della sua stella

congiungente il centre di proiezione col centre della stella.

Nel piano, segando un Nella stella, proiettando

fascio di raggi con una retta un fascio di raggi da una retta

non appartenente al fascio, si non appartenente al fascio

,

ottiene una punteggiata rife- si ottiene un fascio di piani

rita prospettivamente o pro- riferito prospettivamente o

spettiva al fascio di raggi. prospettivo al fascio di raggi.

2
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Gli enunciati posti Y uno di fronte all’ altro presentano

una notevole analogia, in essi le operazioni del proiettare

e del segare compariscono come inverse Tuna deU’altra.

§ 5, La (lisposizione circolare natarale clegli eleiuenti

cl’mia forma di 1.^ specie, — Se vogliamo adattare la

nostra concezione intuitiva della retta (propria) alia defi-

nizione del punto improprio (considerate come unico),

dovremo concepire la retta come una linea chiusa die

si possa descrivere lutta partendo da un punto A e ritor-

nando in A dall’ altra parte, col movimento di un punto

passante pel punto aU’infinito Si puo acquistare un’ idea

di questo modo di vedere intuitivo
,

considerando una

retta a come limite di un cercliio varial)ile di raggio

crescente, tangente ad essa in un punto fisso. il cui centro

si allontani indefinitamente da a sulla perpendicolare ad a

nel punto di contatto (il quale cerchio, o centro, giaccia

mdifferentemente nelF una o nell’ altra banda del piano

rispetto ad a), Secondo questo modo di vedere, la retta

si puo considerare generata col movimento di un suo punto

mobile in due sensi opposti. come il lascio di raggi (o di

piani) da un suo raggio (o rispettivamente piano) mobile

die descriva il fascio ruotando attorno al suo centro (o

rispettivamente asse). La corrispondenza del movimento

generatore delle forme retta e fascio di raggi (ed aiialo-

gamente si vedrebbe pel fascio di piani) riesce perfetta,

ove si considerino come moventisi insieme (in un dato

senso) un punto della retta a ed il raggio del cercliio di

centro 0 die incontra a nel nominate punto
;
la posizione

della retta per 0 parallela ad a corrisponde alia posi/iom*

del punto all’ infinite della retta

Si esprime il nuovo modo intuitivo di concepire la

retta (analogo a quello delle altre forme di 1.^ specie)

dicendo die si pensano i suoi punti in una dis^josiziom*

circolare (natnrale) che ha due sensi
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Dalla nuova concezione intuitiva della retta denva

naturalmente una estensione del concetto di segmento.

Dati su una retta due punti A, B, si possono consi-

derare due segmenti fcomplementari

)

terminati da A, B
come estremi, ciascuno dei quah conhene mfimU punti

:

il segmento finilo ed il segmento infimto
;

quest’ ultimo

e r insieme dei punti della retta che si ottiene togliendo

da essa tutti i punti mtemi al primo segmento. Per

distmguere I’uno dall’altro i due segmenti AB, occor-

rera deuotare un punto interno
;
cosi nel caso della flgura

—
j
—

1

due segmenti si possono denotare senza

ambiguita con ACB, ABB. Se due punti (come C, B)
sono mterni a due segmenti complementari AB, si dice

che essi separano A, B. allora anche A, B separano

C, B (cioe le due coppie AB, CB si separano). Nella

generazione di una retta col moto di un punto, uno qua-

lunque dei due segmenti viene ad essere il luogo delle

posizioni intermedie ad A, B
(
gli estremi inclusi

)
occupate

dal punto mobile
:
partendo da A nell’ uno o nell’ altro

senso si descrive 1’ uno o 1’ altro dei due segmenti AB.
e ciascuno di questi viene pure descritto da un punto

mobile che partendo da B Aada nel senso opposto. In

quanto si considerano come succedentisi i punti d’ una

retta che segnano posizioni occupate successivamente da

un punto mobile descrivente la retta in un dato senso a

partire da un punto A, si ha un ordine naturale ( il
)
dei

punti della retta; ordine che ha il detto senso e si con-

sidera come contenulo nella disposizione circolare naturale

della retta.

Dati due punti C,B, I’uno dei due, p. e. C, precede

B neir ordine ( il ) ; accade 1’ opposto ( purche uno dei due

punti non coincida con il) nell’ ordine inverse di (A)

(ordine naturale che ha come primo elemento A e senso

opposto al primo).
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Un segment© AB concepito m un ordine {A) e I’iusieme

del punti che nel detto ordine non seguono B, e risulta

cosi oh'dinato

,

e il suo prime elemento. e 5 e 1 ultimo

.

quando si consideri il segment© A B come ordinato s in-

dichera con A^. Lo stesso segmento A B pud concepirsi

come ordinato in modo mverso nell’ ordine (B) die lia

sense opposto ad {A): allora s’mdicherk con BA.

Piu punti P3 Pt P; Pn SI dicono sussegucntist

se esiste un ordine naturale, a P P.. B A P. A
ad esempio (j1), in cui essi si succcedano nel modo scritto

.

m un altro ordine {B) che ha il sense di (A), 1 detti punti

SI succederanno nello stesso modo 0 in un modo dedotto

da quello con una 'penmutazione ciTColans, divenendo prime

elemento del gruppo quello che occupa il priino poslo

dopo 5 nell’ordine (A). In un ordine che ha sense inverso

ad (A) SI succederanno i punti P„ Pn-\ — P3 Pj Pi nel

modo scritto 0 in un modo che ne derivi edn una permu-

tazione circolare.

Questa propriety caratteristica, valida per ogni gruppo

di punti della retta, stabilisce, tra i van ordini natu-

ral! dei punti della retta, un legame per il quale, dati due

ordini (A) (P) che hanno lo stesso sense e diversi primi

elementi A, B, avviene il fatto seguente : due element! C,

D distinti da B si susseguiranno in (P) nello stesso ordine

che in (A) 0 nell’ opposto, secondoche ambedue precedonO'

0 seguono P, oppure 1 ’ uno precede Pel’ altro lo segue

in (A). Cio si esprime dicendo che un ordine (P) nasce da

uno (A) che ha lo stesso sense mediante la permwiazzone

circolare che porta A in B (questa operazione equivale

a far scorrere la retta su se stessa portando A in P).

Le considerazioni svelte permettono di dedurre facil-

mente le seguenti proposizioni intuitive:

1.® Se piu punti PjPgPg Pn, sopra una retta, si

susseguono nell’ ordine scritto, si susseguono anche negli

ordini

:
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P,Ps PnP,, . .

P‘i Pn-i - • Ps -Po Pi •

PnPi....Pn.i

Pi Pn Pn-i • P^ Pz

2° Tre punti PiP^P^ di una retta, presi m uiia

disposizione qualsiasi, si susseguono sempre (poiche in uno

del due ordini natural! {Pi), I’uno inverse dell’altro, cioe

in (P1P3P3), Pj precede P3).

La terna Pi P^ P3 definisce un sense della ferma ( che

si dii-a anche il senso della terna).

3° Se 4 punti di una retta P, P^ Pg P^ sene susse-

guentisi, le coppie P, Pg, PgP^ si separane e viceversa.

4.

° Una quaterna di punti A BCD sepra una retta,

pu6 distribuirsi in un mede in coppie che si separane;

poiche se p. e. si susseguono nell’ordine scritto,

sono AO, BJ) (e non altre) le coppie che si separano

Sopra una retta un segmento AB pu5 considerarsi come

r insieme dei punti intermedi ad A, B, in un ordine natu-

rale (C) il cui prime punto C sia esterno al segmento

che si considera. II detto segmento AB viene dunque

generate ugualmente dal moto di un punto C sulla retta.

partendo da una qualsiasi posizione iniziale
,
purche non

interna al segmento stesso. Siffatta generazione e stata

notata pel case in cui C cada in uno degli estremi A 0 B.

Dalla considerazione precedente si possono dedurre le

proposizioni intuitive

;

5.

® In un date segmento APdi una retta, due punti G,D,

determinano un segmento C JD contenuto

nel prime: il complementare ii C

D

contiene il comple-

mentare di AB.
0.® Se AB, CD sono due segmenti di una retta,

senza estremi comuni:

0 le coppie AB, CD si separano, e allora i

—d—

2

—^ due segmenti hanno comuni inflniti ele-

menti interni;
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0 le coppie AB, CD non si separano, ed allora

A B C D
j seamenti non hanno comune nessun

"1
^ r I

^
.

punto
,
oppurc ruiio contieiiG Taltro; ncl 1. caso un

segmento e contenuto nel complementare dell’altro.

7.° Se AB, AC sono due segmenti di una retta

con un estremo comune A ,
essi non hanno punti interni

comuni ,
oppure 1’ uno dei due segmenti e contenuto iiel-

r altro

Le cose dette si estendono analogamente ai fasci propn

di naggi e di piani. Bastei-a uii breve cenno di spiegazione

pel ease dei I'asci di raggi.

In un fascio di raggi due rette a, h. foriuaiio due

nngoli com^'ilemeniari {segmenk della forma), ({ucsti

angoli veiigono descntti da un raggio mobile che genera

il fascio con una rotazione attorno al

suo centre nel suo piano (in unn dei

due sensi) passando da « a &. Alla pa-

rola « mgolo » va data qui una inler-

pretazione diversa e, in un certo sense,

piii larga che nella geometria elemen-

tare; I’angolo (completo), come lo con-

sideriamo qui, e concepito come un

insieme di rette e non di punti, nia se

le rette di esso si pensano come puiiteg-

giate SI ottiene da esso una regione piana che nella (leo-

metria elementare costituirebbe « la riunione di due aiigoli

opposti al vertice ». Inoltre si designeranno qui col noine

di angoli complemenim'i (non due angoli la cui soinnia (‘

un angolo retto, ma) due angoli [compleii) die comples-

sivamente riempiono I’intero fascio

Del resto tutte la coiisiderazioni svolte pel caso della

punteggiata relative ad ordini naturali, .segmenti, coppie

che SI separano, si ripetono qui nello stesso modo : come



23

veiigono fondate sul concetto intuitivo del movimenlo di

un punto die descidva la retta,

cosi esse derivaiio qui dal con-

cetto intuitivo del ynommento

di un i*aggio die ruotando nel

])iano del fascio descrive il fa-

scio . VI e solo da sostituire la

})arola « angola » alia pai'ola

« segmento » per parlare col

Imguaggio ordinario
,
ma cio

lion e affatto essenziale, e dicendo « segmento di itna forma

(h 1.^ specie » si iiitendera complessivamente il segmento

d’ uiia puuteggiaia o I’angolo di un fascio.

Il nostro concetto intuitivo della retta impropria

( esclusa nelle coiisiderazioiii precedenti
)

si identifica col

concetto della successione dello direzioni dei raggi di un

lascio, dunque aiiclie per la retta mipropna (come pel

Tascio di raggi) le proposizioni sopra enunciate deliliono

iiraardarsi come veritii intuitive. E siuulmeiite le stesse
O

[iroposizioiii valgono pel caso di fasci impropri di raggi

o di piaiii come si veriflca subito, data T iiituizioiie di

([ueste forme.

Non deve sorpreiidere il fatto die per tutte le

forme di 1.^ specie si venga in quest’ ordiiie di idee ad

uiia serie di risultati identic!, tutto dipende da die ci si

hasa sul concetto del movimento di un elemento die descrive

l«i forma, ed abbiamo osservato die vi e perfetta corn-

spoiidenza in questo moto geiieratore tra le vane forme,

ove esse veiigano nferite prospettivamciite, cioe si consi-

derino come nioveiitisi iiisieme un elemento deiruiia e

deiraltra die si apparteiigono.

OssERVAZioNE. — Il movimeiito di un elemento in una

forma di 1.^ specie, di cui qui si parla, non e il movi-

meiito della forma su se stessa die si considera nella

(reometria metrica (elementare).
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Dal concetto complesso del movimento ,
ad esempio

,
per

una retta, noi caviamo qui le nozioni relative agli ordini

(natural!) di successione dei suoi punti, e il concetto di

segmento come insieme di punti , ma non come It'u-

ghezza (*) ;
rimane quindi al di fuori della Geonietna pro-

iettiva il concetto di uguaglianza di segnienti.

L'lntuizione grafica che cost si forma della retta

(e analogamente dei fasci) e diversa (cioe contiene meno)

della tntuizione metrwa L’ esempio flsico corrispondente

alia prima ci e offerto da un fllo di vcificibils elusticitd,

mentve 1’ esempio flsico comspondente alia seconda ci e

offerto da un filo rigido: s’ intende dire che il movimento

di questi due fill su se stessi (dove nel primo caso pno

variare la lungliezza delle vane parti del filo, nel secondo

no) sta rispettivamente a rappresentare il movimento

considerato dalla Geometria proiettiva e quello considerato

dalla metrica; il secondo e un caso particolare del primo

die iiella Geometria proiettiva non va distinto in modo

speciale.

Le proprieta relative ad ordini natural! ecc. (in par-

ticolare le proposizioni 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) enunciate per

la retta, si possono enunciare per il fascio di raggi o di

piani, e quindi raccogliere in un enunciate complessivo

per lutte le forme di 1.“' specie (parlando di eleinenti

anziclid di punti) - cio s’ intende subito, e pero sareblie

inutile ripetere quegli enunciati.

Nello stabilire le proprieta menzionate per le forme

di 1.® specie, si e fatto largo uso della mtuizione: si pud

(^) Tale concetto non trova piu un perfetto nscontro nel concetto

metneo di angolo d’lm fascio (siia giandezza). Per convincersene biisia

pensare che si possono tissare siiccessivamente quanti si vogliauo seg-

menti uguali sulUi retta senza esaunrla, mentre dato nn angolo in un

fascio con un nnmero finito di angoli uguali si esaurisce il fascio.



domandare di introdurre esplicitamente ci6 che si desume

dair iiituizione, separandolo nettamente da cio che se ne

deduce colla logica, cioe si pad domaudare quali postulali

vengano introdotti nella Geometna proiettiva coll’ uso di

quelle considerazioni intuitive. Oi'a, poiche base di esse

e il concetto di movimento (nel senso graflco), sia mocon-

dotti ad introdurre il seguente postulato che precisa questo

concetto e basta a dedurre logicamente tutte le proposi-

zioni intuitive menzionate.

IV. Gh elementi dt una forma di If specie st pos-

sono pensare m una disposiztone circolare naturals che

ha due senst, V uno inverso delV altro; in modo che:

1 ° Date un qualunque elemento A della forma

,

esiste un ordine naturale della forma che ha il detto

senso, ed A come prime elemento, nel quale

a) di due elementi B, C, sempre I’uno, per es. B,

precede 1’ altro (ed allora C segue B),

bj se B precede C e C precede D, sempre B
precede B,

c) tra due elementi B, C esistono infiniti elementi

intermedi

,

d) non esiste un ultimo elemento.

2f I due ordini naturali della forma che hanno lo

stesso primo elemento e senso mverso. sono 1’ uno inverso

deir altro.

3.^ Due ordini naturali della forma che hanno lo

stesso senso e diversi primi elementi, rispettivamente A,

B, si deducono 1’ uno dalF altro colla permutazione cir-

colare che porta A in B.

Da questo postulato che contiene (analizzati) i vari

elementi del concetto (graflco) di movimento, si desumono

colla sola logica le altre conclusion! sopra menzionate:

il concetto di segmento vien posto allora come quello di

successione ordinata degli elementi che non seguono uno

degli estremi in un ordine, che ha come primo elemento
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dire che un elemento si muove sulla forma desert rendo

un segmento ordinato
,
cio equivale a considerare gli ele-

menti del segmento ordinato (succedeiitisi in quello) come

le diverse posiztom dt un solo elemento varlabile.

OssERVAZioNE. — Molte altre nozioni intuitive si riat-

taccaiio a quelle iiitrodotte col postulato precedente. Cosi

per es. dalla nozione di angolo di due rette a b in un

tascio (come insieme di rette) si puo dedurre la nozione di

regione piana angolare o angolo piano a &, considerando

r insieme dei punti del piano che vengono proiettati dal

centre del fascio secondo rette dell’ angolo a b considerate.

Pertanto due rette di un piano vengono a separare il

piano m due regioni angolari di punti (gli angoli opposti

al vertice pensandosi riuniti in un solo)

Questa proposizione vale anclie pel caso

che una delle due rette a e & sia la retta

impropria ,
allora essa ci dice che ogni retta

propria a (concepita insieme alia retta im-

propria) divide il piano in due regioiii o

bande, nel senso metrico ben note.

Alla proposizione geiierale precedente m

puo contrapporre la seguente, in un certo

senso analoga pei segmenti rettilinei: un segmento retti-

Imeo AB separa le rette del piano rigato in due classi

rette che incontrano la retta {AB) secondo un punto del

segmento considerato , e rette che la incontrano in un

punto esterno al segmento Ma non e qui il caso di cer-

(1) Lo sviluppo (Il tall deduziom <dquanto iinnute, o\o si vo^lia i>on*(‘

111 evideiiza die elfettivamente non si desiiiiie nuir aitro dall’ intuizione,

SI farebbe seguendo presso a poco Tordine di idee s\olto inuaii/i. Si

potra vedere per questo la luia Nota dell’ Istituto Lombardo (Liiglio LS041

SiUt fondamejiti della G-eoinetria }}roietHx)a. Ivi anzi si iiitioduce un

postulato die iicava iiieno dati dall’ intuizione.
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care un corollario metrico analogo a quello che derivava

dalla considerazione speciale della retta impropria.

§ 6- Carattere proiettivo della disposizione circolare

naturale di ima forma di 1.^ specie. — Sopra una retta

(propria) u si consideri un segmento A C B, e sia per es.

il segmento flnito AB. Proiettando la retta da un punto

U (fuori di li) SI lia un fa-

scio prospettivo nel quale

al segmento A C B com-
sponde un angolo a c b,

Segando il fascio U con

una retta (propria) v (non

passante per U) si ha su

questa corrispondentemente

un segmento A' C' B\ il quale

potra essere il segmento fi-

nito A' E 0 il segmento

mfinito (come nella flgura) Un’ osservazione analoga pu6

farsi per le altre forme di 1.^ specie, nel passaggio dal-

Tuna all’altra mediante proiezioni e sezioni; cioe si pu6

osservare (limitandoci per ora a forme proprie) che: In

ogni proiezione o sezione eseguita sopra una forma di 1.^

specie, ad un segmento dell’ una forma cornsponde un

segmento (luogo delle proiezioni o sezioni dei suoi ele-

menti) nell’altra forma

L’ origine di tale proposizione e 1’ intuizione ; 1’ intui-

zione del fatto che (per parlare ad es. di punteggiate e

fasci di raggi) un raggio d’un fascio appartenente ad un

punto mobile sopra una retta (prospettiva al fascio), descrive

il fascio e la sua disposizione circolare naturale, mentre

il punto descrive la retta e la sua relativa disposizione.

E r intuizione ci da ancora lo stesso risultato, se si con-

siderano anche le forme improprie nei vari casi che si

possono pensare. Se, per es.
,
pensiamo ad una punteggiata
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impi’opi'ia data mediante un piano proprio a, e ad un

fascio propno ad essa prospettivo in quel piano, 1 enun-

ciate precedente ci dice in sostanza die: si ottiene sempre

la stessa disposizione circolare naturale delle direzioni

delle rette in a, comunque si pensino queste direzioni

attnbuite ai raggi di due fasci, nferiti per parallelismo

,

nel piano.

II fatto osservato non compare nel postulate IV. doTe

SI considera soltanto una forma di 1.®' specie in se stessa,

e non in relazione ad alti’e prospettiTe (sebbene a quel

fatto si accenni gik nelle considerazioni intuitive die pre-

cedono il postulate stesso); bisognera dunque enunciarlo

come un nuovo postulate. Percid, senza distinguere il case

di forme proprie o improprie, introduciamo il postulate:

V. Se due forme di If specie sono prospiettive. ed

un elemento si muove sulV una e deserwe un segmenlo,

anche il cornspondente elemento sx muove suU’ ultra,

desenvendo un segmento.

Ci6 equivale a dire die la disposizione circolare

naturale di una specie ha carattere px'oiettxvo, cioe

si conserva (ossia si muta nell’analoga dell’altra forma)

per proiezioni e sezioni.

OssERTAZioNE. — I coucetti ed i postulati posti nel

§ 3 e quelli posti nel § 5 caratterizzano due diversi ordiiii

di nozioni grafiche, appartenenti alia Geometria proiettiva

,

ed il postulate V di questo § stabilisce il collegamento

fra i due ordini di nozioni; sicche si possono riguardare

i postulati IV e V come formanti un 2f gi’uppo di pro-

posizioni fondamentali della Geometria proiettiva. Le pro-

priety. che derivano combinando insieme tali nozioni si

dicono grafiche; per contrapposto si chiamano metriche

le propriety che si riferiscono ad altri concetti, come

quello d’ uguaglianza o di misura (grandezza di segmento

0 di angolo ecc.), o alia considerazione speciale degli ele-

menti impropri, che nelle nozioni grafiche non si distin-
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guono dagli elementi propri. importaute notai'e che le

pi'opnetA grafiche hanno carattere protetUvo, cioe si

conservano (ossia si trasportano in altre analoghe delle

figure immagini, mutato solo il nome dell’ elemento) D've

SI passi da una forma dove sia contenuta la figura cui si

riferiscono, ad un’ altra forma della stessa specie, mediante

proiezioni e sezioni. Ci6 dipende dal fafto che esse sono

soltanto combinazioni puramente logiche delle propriety

contenute nei postulati posti, relative alle due nozioni

elementari : « dell’ apparienersi di due elementi fonda-

mentali » e « del susseguirsi di piu elementi d’ una forma

di 1.®' specie », alle quail propriety compete appunto il

carattere proiettivo.

Non si pu6 dire lo stesso delle propriety metriche, le

quail in generale non si conservano per proiezioni e sezioni,

sebbene vi sieno particolari propriety metriche cui com-

pete il carattere proiettivo, che saranno menzionate m
seguito Cost p. es. il fatto che un segmento sia infinite

anziche finite, b una particolarita metrica, ed abbiamo

visto che questa proprietk non si conserva per proiezioni

e sezioni, giacche si pub proiettare un segmento infinite

di una retta in un segmento finite e viceversa.

Av^ertenza.. — Nel seguito ci fondiamo esclusiva-

vamente sopra le prop. I, II, III, IV, V, che sotto forma

comprensiva riassumono i postulati introdotti nella Geome-

tria proiettiva (’), e non ricorriamo pih all’intuizione senon

per dare esempi, raJffronti, ecc. ed a suo luogo (come sara

esplicitamente avvertito) per desumere un nuovo postulate

riferentesi ai medesimi concetti grafici; consideriamo dunque

espressamente soltanto proprieta grafiche, e nella loro

{*) Questi potrebbero enunoiarsi separatamente distingnendo le vane

forme ed elementi e si avrebbero cosi 12 proposiziom. Le prime 6 sono

le a, 6, c, d, e, f, equivalent! alle I n III. La ragione di tale aggruppa-

mento sard vista tra breve.
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ricerca supponiaino che non sia nolo nulla all’ infuori

delle proposizioni fondamentali esplicitamente enunciate.

Ma daremo ancora applicazioni di natura metrica nelle

quali naturalmente dovremo invocare altre nozioni ed i

postulati ordinari della Geometria elementare, od anche

alcuni semplici teoremi di essa; in questi casi faremo

precedere il discorso o il paragrafo da un asterisco

Allora ed allora soltanto, gli enti designati (salvo esplicito

avviso) SI supporranno propri e parlando di fasci impropri

di raggi si sottintendera « giacenti in piani propri ».



CAPITOLO II

Legge di duality — Teoremi preliininari.

§ 7. Legge di diialita nello spazio. — Volendo svolgere

col solo sussidio della logica la Geometria (proiettixa)

foiidata sulle proposizioni fondamentali I, II, III. IV. V,

potremo farlo senza distingaere gli elementi generatori

delle duo forme di 3 ^ specie cm questi postulati si rife-

riscono ugualmente; quindi senza mai parlare di punti o

di plain, ma solo di elementi di una forma di 3.^ specie

;

tenendo conto del fatto (rientrante nella definizione degli

elementi e delle forme) che V elemento di una forma di

5.^ specie d una forma d% 2,^ specie nelV alira. Per fare

risaltare questa particolarita, le proposizioni fondamentali

della Geometria proiettiva sono state aggruppate nel

Cap. I.*^ e ridotte a forma comprensiva.

Nello svolgimento della Geometria, V adottare costan-

temente il detto linguaggio offrirebbe T inconveniente di

rendere pin difficile 1’ intuizione delle proprieta dimostrate,

e quindi meno perspicua 1’ intelligenza di esse; ma cio

non infirma la possibilita logica di dare una tal forma a

tutte le successive deduzioni. Da tale possibilitk si desume

un principio generale e fecondo della Geometria proiettiva.
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Ogni teorema della Geometria proiettiva (fondato sulle

prop I, II, III, IV, V) potendosi enunciare pai’lando di

forme di 3.®' specie e di elementi, senza distmguerne 11

nome, esprime una propriety sussistente insieme per ambe-

due le forme di 3 * specie (spazio punteggiato e spazio di

piani) ;
sicclie si ottengono da esso due teoremi ,

o^e si flssi

che relemento ludicato nel teorenia debba essere il punto

(elemento generatore dello spazio punteggiato), oppure il

piano (elemento generatore dello spazio di piani) Dunque i

teoremi della Geometria proiettiva verranno associati a

coppie secondo una certa legge, che dicesi legge di dua-

litd. Se nel teorema comprensivo riferito a forme di

3.® specie (che comprende una coppia di teoremi duali o

correlativi) si fissa 1’ elemento generatore, risulteranno

conseguentemente fissate le forme di 1.^ e 2.^ specie di

cui SI parla nell’ enunciate , e risulteranno flssati, come

sostegni di tali forme, gli altri elementi fondamentali (puiiti.

rette e piani) diversi da quello (punto o piano), die si assume

come elemento generatore della forma di 3.^ specie.

Fissando per elemento il punto (ciob enunciaiido il

teorema per lo spazio punteggiato), come forma di prima

specie appartenente alia data di 3.^ specie, si dovrh inten-

dere la punteggiata. Fissando invece per elemento il piano,

come forma di 1.^ specie contenuta nella data forma di

3.^ specie, si dovra mtendere il fascio di piani. Il sostegno

della forma di 1.* specie (che nel 2® caso prende il nome

di asse) 6 in ambedue i casi la retta, la quale figura in

questi enunciati, non come elemento, ma appunto come

sostegno di una forma, doe come insieme degli elementi

che le appartengono.

Il piano comparisce nel 1.® caso (in cui per elemenlo

della forma di 3.®' specie si fissa il punto) come sostegno

della forma « piano punteggiato » , e si deve parlare di

piano punteggiato, ove nell’ enunciato comprensivo si parla

di forma di 2.® specie appartenente a quella di 3.® specie.
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In luogo del piano comparisce nel secondo enunciate

il punto (come in luogo deirelemento punto, Telemento

piano) il quale viene qui considerato, non come elemento,

ma come sostegno della forma di 2.^ specie « stella di

piani », e si deve parlare di stella di piani, ove nell’ enun-

ciate comprensivo si parlava di forma di 2 ^ specie appar-

tenente alia data forma di 3.^ specie (che e in questo case

10 spazio di piani).

Le altre forme di 1.^ e 2^ specie (oltre quelle nomi-

nate) non compariscono come forme appartenenti a quella

di 3 ^ specie, in nessuno dei due casi. Il fascio di raggi

comparisce nel prime case come I’insieme delle rette (le

quali, come ho detto, vengono qui concepite come sostegni di

punteggiate) appartenenti ad un elemento (punto), e tali che

i loro punti appariengono ad una forma di 2 specie

(piano punteggiato ) ,
contenente il centre del fascio In

luogo del fascio di raggi comparisce nel 2.^ case aiicora

11 fascio di raggi, ma come insieme delle rette (concepite

ciascuna come asse di un fascio di piani) appartenenti ad

un elemento (piano) ,
e tali che i loro piani (cioe i piani

che ad esse appartengoiio) sieno elementi di una forma di

2.®' specie (stella di piani), contenente il piano del fascio.

In modo simile, la stella di raggi comparisce nel

1."^ enunciate (ottenuto fissando per elemento il punto)

come r insieme delle rette (punteggiate) aventi comune

un elemento « punto » ; nel 2.® enunciate es‘=!a viene sosti-

tuita dalla forma « piano rigato » ,
concepita come insieme

delle rette (fasci di piani) aventi comune un elemento

« piano ». Inversamente il piano rigato (che figura nel

1.^ caso come T insieme delle rette [punteggiate] conte-

iiute nel piano punteggiato), vien sostituito nel 2.^ enun-

ciate dalla stella di raggi (la quale figura qui come insieme

delle rette [fasci di piani] contenute nella stella di raggi);

le due forme (piano rigato e stella di raggi) venendo

designate complessivamente (neir enunciate complessivo)

3



come r msieme delle forme di prima specie apparte-

nenti ad una forma di 2.® specie ( nella data forma di

3.® specie)

Dalle cose dette risulta la legge di duahtd seguente .

Ad ogm teorema dedotto dalle proposiziom fondamen-

tali 1, II, in, 1 V, V, corrisponde teorema correlativo

(detto anohe duale o rectproco), che st enuncia sostt-

tuendo alia parola « punlo » del primo enunciato. la

parola « piano », e reciproeamente alia parola « piano >>

la parola « punio », e lasciando invariata la parola

«. reita »; coll’ avvertenza che si debbono fare contempo-

raneamente quegli scambi di parole che ne conseguono.

derivauti dal diverso modo di esprimere nei due casi Li

relazione di appartenersi di due elementi . dai diversi nomi

che si danuo alle forme; dal diverso modo con cui si

designano le operazioni fondamentali (proiettare e segare),

le qnali vengono ad essere scambiate fra, loro ecc.

Nel § 4.® sono enunciate 1’ una, di fronte all’ altra,

alcune proposizioni riflettenti le operazioni fondamentali,

che sono appunto proposizioni correlative I’una dell’ altra;

e questa la ragione dell’ analogia die ivi e stata notata.

Nel seguito, secondo 1’ avvertenza del § G.°, i teoremi

che verremo svolgendo (tranne quelli contrassegnati col

segno *) saranno dedotti logicamente dalle proposizioni

I, II, III, IV, V, che abbiamo assunte come postulati della

Geometria proiettiva; sara poi aggiunto un nuovo postu-

lato (della continuita) ,
ma enunciato senza distinzione

deir elemento generatore per le forme di prima specie;

segue dal ragionamento svolto che la legge di dualiiii

sussisterh ancora pei teoremi dedotti usaiido pure di

siffatto postulato.

Essa non varra iiivece in generale pei teoremi con-

trassegnati d’asterisco, nei quali si fa uso di ulteriori

concetti e postulati metrici che si presentano diversamente

per le vane foime.
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OssERVAzioNE 1.®' — Dato un teorema &i pu6 a priori

enunciare il correlativo, purche la dimostrazione del primo

sia fondata esclusivamente sulle proposizioni 1, 11, III, IV, V.

Volendone la dimostrazione diretta, basta operare gli

scambi di parole indicati dalla legge di dualitk nel ragio-

namento die ha stabilito il prime teorema : ci6 e possibile

perche gli elementi « punto » e « piano » compariscono

simmetricamente nelle proposizioni fondamentali da cui

muove la detta dimostrazione.

In sostanza su questa simmetria si fonda la legge

di duality, nello stabilirla abbiamo fatto rilerare come

due teoremi correlativi siano da riguardarsi i due lati di

un unico teorema.

E necessario osservare, che, sia nell’ enunciare, sia

nel dimostrare un teorema, affinche esista il suo corre-

lative, non deve farsi distinzione fra elementi propri ed

elementi impropri, come e state fissato nel capitolo prece-

dente. Un teorema in cui entrasse in mode speciale la

considerazioiie di un elemento improprio, non sarebbe piu

fondato esclusivamente sulle proposizioni I, II, III, IV, V,

nelle quali gli elementi indicati sono indiiferentemente

propri ed impropri
; se in quelle proposizioni fondamentali

SI volesse far tale distinzione, cesserebbe di valere per esse

la legge di dualita, la quale percib appunto non vale pel

complesso di quelle proposizioni enunciate con tale distin-

zione (nel senso metrico), come nella Geometria elemeiitare.

Questa osservazione mostra nuovamente 1’ utilitii del-

r introduzione degli elementi impropri.

Nel seguito si potrh stabilire la legge di dualitb. per

un gran numero di teoremi indipeiidentemente dal modo

con cui essi sono stati dimostrati (e quindi anche se

fossero stabiliti per via metrica); ma h bene avvertire

fin d’ ora che, mentre la legge di duality vale per le pro-

priety graflclie (§ 6), la detta legge non sussiste in gene-

rale per le propriety metriche (§ 6).
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OsSBRVAZioNE 2.^ — Dal punto di vista logico due

teoremi correlativi offrono uguali difficolta di dimostra-

zione, ma interviene sempre nello stabihre i teoremi,

come guida al ragionamento logico (che ne e pero mdi-

pendente), 1’ iutuizioiie
;
e poiche sotto il punto di vista

intuitivo (anche grafico) lo spazio punteggiato e lo spazio

di piani appariscono diversi, la potenza della nostra intui-

zione nella scoperta delle propneta geometriclie (che

verranno poi logioameiite sfabilite) risulta raddoppiata

mediante la legge di dualita nello spazio. Da tale consi-

derazione si potra desumere tutta la fecondita del prin-

cipio posto.

§ 8. Esempi di dualita nello spazio. — I segueiiti

teoremi, posti F uno di fronte all’ altro, porgono esempi di

proposizioiii correlative.

Tre punti non apparte- Tre piani non apparte-

nenti ad una retta, deter- nenti ad una retta. deter-

minano un triangolo : flgura minano un angolo triedro

:

composta dei tre punti (ver- figura composta dei tre piani

tici), delle tre rette determi- (faccie), delle tre rette deter-

nate da essi due a due (lati), minate da essi due a due (spi-

e del piano determinate dai goli), e del punto determi-

tre punti nato dai tre piani.

Si dicono incidenti due rette che passano per un

punto e giacciono in un piano. Due rette non incidenti si

dicono sghembe.

Dueretteaventiunpunto Due rette giacenti in un

comune sono incidenti. piano sono incidenti.

Date due rette sghembe. Date due rette sghembe,

per un punto fuori di esse in un piano non passante per

passa una retta incidente alle alcuna di esse, vi e una retta

due date. incidente alle due rette date.

Infatti, questa retta si Infatti, questa retta si

determiiia come intersezione determina come congiun-
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-dei piani proiettanti le due

rette dal punto.

Date due rette sghembe,

un punto di una di esse e il

centro di un fascio di raggi

incidenti alle due rette date.

Infatti, tutte le rette

passanti per un punto di una.

retta sono ad essa incidenti

;

tra queste, quelle che deb-

bono essere incidenti al-

I’altra retta debbono giacere

nel piano che essa determina

col punto della prima

Date due rette incidenti,

per un punto, non giacente

nel piano cui esse appar-

tengono, vi e una retta inci-

dente ad ambedue.

Essa e la retta che pro-

letta dal punto dato 1’ inter-

sezione delle due rette date.

Date due rette incidenti;

un punto del piano in cui

esse giacciono, non comune

ad esse, e centro di un fascio

di raggi incidenti alle due

rette; ed il punto comune

ad esse e il centro di una

Stella di raggi incidenti alle

rette date

gente i due punti sezioni

delle due rette col piano.

Date due rette sghembe,

in un piano per una di esse

vi e un fascio di raggi inci-

denti alle due rette date.

Infatti, tutte le rette

giacenti in un piano per una

retta, sono ad essa incidenti;

tra queste, quelle che deb-

bono essere incidenti all ’altra

retta debbono passare pel

punto che essa determina

come intersezione del piano

considerato per la prima.

Date due rette incidenti,

in un piano, non contenente

il punto CUI esse apparten-

gono, vi e una retta inci-

dente ad ambedue.

Essa e la retta sezione

del piano dato col piano in

cui giacciono le due rette

date.

Date due rette incidenti;

in un piano pel punto ad

esse comune, che non sia

quello che le contiene en-

trambe, li 6 un fascio di

raggi incidenti alle due rette;

e il piano delle due rette

e il sostegno di un piano

rigato le cui rette sono inci-

denti alle due date.
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Si omette per brevity la semplicissima dimostrazione

(lei due ultimi teoremi.

Se piii rette sono due a Se piu rette sono due

due incidenti e non passano a due incideuti e non giac-

tutte per uno stesso punto, ciono in uno stesso piano,

esse giacciono in uno stesso esse passano per uno stessu

piano. punto.

Sieno a, b, c .... le rette Sieno a, b, c.

.

le rette

date due a due incident! date, due a due incidenti

,

e non passanti tutte per uno e non giacenti tutte in uno

stesso punto. Una almeno di stesso piano. Una alineno di

esse, p. e. la e, non passa esse, p. es. la c, non giace

per il punto 0^{a b), qumdi nel piano Q = (a b) deter-

incontra le a, & rispettiva- minato da a, b; quindi giace

mente in due punti diversi con a, b rispettivamente in

fra loro e da 0. A = {ac) due piani diversi fra loro

B = {b e). Per conseguenza e da Q : a — {<2 c), p = (be).

la c giace nel piano Q = (ab) Per conseguenza la 0 passa

delle due rette a, b. Ora per il punto 0 [a b), co-

ogni altra retta d incidents mune alls due rette a, b

alle a, b, c non passa con- Ora ogni altra retta d. inci-

temporaneamente pei punti dente alle a, b, c, non giace

0, A, B; se, per esempio, contemporaiieamentenei pia-

essa non passa per A= {a c), ni Q, a, P; se, per es. essa non

deve giacere nel piano {a c) giace in a = (a c) deve appar-

ossia nel piano Q. Dunque tenere al punto {a c) ossia al

lutte le rette giacciono nel punto 0. Dunque tutte le rette

piano Q. date passsano per il punto 0

Se piu rette sono due a due incidenti, all’ infuori dei

casi nominati, vi e solo il caso in cui esse appartengono

insieme ad un punto e ad un piano ( appartenentisi fra

loro); possiamo dunque enunciare il

Teorema. — Se piu rette sono due a due incideuti.

esse appartengono sempre ad una stessa forma di 2.^

specie (stella di raggi 0 piano rigato) ed appartengono a
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due forme di 2 specie (stella di raggi e piano ngato)

solamente se appartongono ad uno stesso fascio di raggi.

§ 9. Legge di dualita nolle forme di 2/ specie. —
Esempi. — La legge di dualita nello spazio, stabilita nel

§ 7, permette di dedurre (colle avvertenze ivi fatte) la

geometria dello spazio di plain da quella dello spazio pun-

teggiato e viceversa. In particolare essa peimette di de-

durre da un teorema di geometria nel piano punteggiato

(o ngato), un teorema di geometria nella stella di piani

(o risp. di raggi).

Vi e un’altra legge di duality, clie si applica sola-

mente ai teoremi della geometria nel piano o nella stella,

la quale permette di associave tra loro un teorema della

geometria nel piano punteggiato a un teorema (correlative

nel piano) della geometria nel piano ngato; e similmente

un teorema della geometria nella stella di piani, ad uno

{correlativo nella stella) della geometria della stella di

raggi; intendendo sempre (per ora) che questi teoremi

debbano essere dedotti dai postulati I. II, III, IV, V, come

e stato fi.ssato nel § 6.

Si perviene a stabilire questa legge riferendoci alia

osservazione posta nel § 6. Per essa, le propriety della

geometria piana fondata sulle proposizioni I, II, III, IV, V,

cio6 le propnetii graflche, hanno carattere proiettivo.

Quindi le proprietk di una figura piana di punti, si tra-

sportano per proiezione in proprieta di una figura di raggi

(proiezione della data) appartenenti ad una stella pro-

spettiva al piano; e viceversa dalla seconda si passa alia

prima con una sezione. Cosi pure le proprieta di una figura

piana di rette, si traducono per proiezione in proprieta

di una figura di piani nella stella e viceversa.

Ma, da una proprieta di una figura di raggi nella

Stella, si deduce, per dualitk nello spazio, una proprieta di

una figura piana di rette; dunque si pu6 passare da una
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proprietk di una flgura piana di puiiti ad una propneta

di uua figura piana di rette (co'iTelativa nel piano), ed

analogamente dalla seconda alia pnma. Ora, poiclie ogui

flgura piana si potrk considerate come insieme di punti

0 come insieme di rette. da ogni proprieta di essa, si

dedurra un’altra proprieta die si riferisce ad una flgura

correlativa.

Un modo analogo, di associare due a due le propo-

sizioni, SI ha nella stella. Due teoremi correlativi uella

Stella lianno i loro correlatni secondo la legge di dualita

nello spazio in due teoremi nel inano (correlativi fialoro

nel piano), e questi (scambiato il loro ordine) si dedu-

cono pure da quelli della stella con una sezioiie.

Si vede cosi che, la geometria nelle forme di 2.'*'

specie, in quanto e dedotta dalle proposizioni foiidamentali

flssate, e indipendente dalla determinazione dell’ elemento

(punto 0 retta, retla o piano) e del sostegiio (piano o punto)

della forma. In altre parole:

Ogm teorema che enunaia una propriety, di una figuna

afpai'tenente ad una forma di 2.^ specie, pud enunciarsi

senza determinare di quale forma di seconda specie si

tratti, parlando solo della forma di 2.'^ specie e dei suoi

elemenli e sue forme (di If specie).

Cosi enunciate il teorema esprime quattro proprietk

di flgure rispettivameiite appartenenti alle quattro diverse

forme di 2.^ specie; e le quattro proposizioni cui dk luogo,

appariscono come i lati di un’ unica proposizione.

Dalle coiisiderazioni svolte apparisce la regola che

dovra seguirsi per enunciare gli altri tre teoremi cui dii

luogo un teorema di geometria in una forma di 2.^ specie

:

la enunciamo ponendo in evidenza come si passi da un

teorema nel piano punteggiato ad un teorema nel piano

rigato (e viceversa) , e come si passi da un teorema di

geometria nella stella di piani ad uno nella stella di raggi

(e viceversa). Le due coppie di teoremi (rispettivamente
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correlativi iiel iJiaiio e nella slella) vengono legate fra loro

111 doppio modo dalla legge di dualita iiello spazio e dalla

possibilita, di riferire prospettivamente il piano e la stella

;

ci6 e stato appunto il fondamento delle considerazioni

precedenti. Ecco i due enunciati

.

Sussiste la seguente legge dt dualita net piano:

Ad ogni teorema enunciante una proprieta di una

iigura apparteiiente al piano considerate come punteggiato,

il quale sia dedotto dalle proposizioni fondamentali I, II,

III, IV, V, viene associate un teoiema (detto il suo corre-

laiivo nel piano) che enuncia una proprietti di una figura

appartenente al piano considerate come rigato, e recipro-

camente. Si passa dalF enunciate di un teorema a quello

del suo correlative (nel piano) scambiando fra loro le

parole « punto » e « retta », ed operando i mutamenti

di parole che ne derivano di conseguenza (cfr. la legge

di dualitii nello spazio del § 7).

Similmente si lia la seguente legge di dualita nella

Stella

:

Ad ogni teorema enunciante una proprieta di una

iigura appartenente alia stella (ad esempio di piani), il

quale sia dedotto dalle proposizioni fondamentali I, II, III,

IV, V, viene associate un teorema (detto il suo correlativo

nella stella), che enuncia una proprieta di una figura

nella stella (di raggi) e recipi'ocamente. Si passa dall’ enun-

ciate di un teorema al suo correlativo nella stella scam-

biando fra loro le parole « piano » e « retta », ed ope-

rando 1 mutamenti di parole che ne derivano di con-

seguenza.

La legge di dualitii nel piano e nella stella sono due

teoremi correlativi nello spazio.

OssERVAZioNE 1.®' — Riferendosi per flssare le idee

alia legge di dualith nel piano, si potrii domandare perche

essa non sia stata dedotta in modo analogo alia legge di

dualitk nello spazio, osservando che lo scambio degli ele-
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menti « puiito » e «' retta » e possibile nelle proposizioni

fondamentali del piano. Invero queste proposizioni possono

raccogliersi nel solo enunciato : « in un sistema piano due

forme di specie hanno un elemento comune », e nelle

proposizioni IV, V, enunciate iier la punteggiata ed il fascio

(li raggi. Ecco la ragione per cui non si e seguita questa

Ma. Le ricordate proposizioni fondamentali del piano si

deducono logicaniente da quelle I, II, III, IV, V, dello spazio

(come e state notato) ,
ma viceversa le proposizioni nomi-

nate dello spazio non seguono da quelle del piano. Se si

fosse dunque tenuta la via accennata, la legge di dualita

nel piano non sarebbe risultata stabilita per lutti i teo-

remi die vengono dedotti partendo dalle proposizioni

[, II, III, IV, V, (cioe anche facendo uso di costruzioni nello

spazio), ma solo per quelli dedotti dalle proposizioni del

piano (senza uscire dal piano).

Ora giova avvertire, die e proprio necessario di ado-

perare costruzioni dello spazio per dimostrare un teorema

fondamentale della geometria del piano, (cioe il teorema

dei triangoli omologici che sara date nel successive g).

Una volta stabilito questo teorema, ed il suo correla-

tive nel piano che insieme ad esso sussiste, possono

aggiungersi questi due teoremi alle proposizioni fonda-

mentali della geometria piana, e (colU aggiunta ulteriore

del postulate cui gia ho accennato, riferentesi alia conti-

nuita delle forme di prima specie) fondare tutta la geo-

metria (proiettiva) del piano senza usare delle proposi-

zioni fondamentali dello spazio, cioe senza uscire dal piano.

Quando si voglia astringersi a questa condizione (di non

usare costruzioni dello spazio pei teoremi di geometria

piana) si ha cosi una nuova dimostrazione della legge di

dualita nel piano, per il fatto che nelle proposizioni della

geometria piana da cui si deducono tutte le altre. e pos-

sibile lo scambio degli element! « punto » q a retta ».

Ma non giova tenersi astretti a quella Iimitazione, ed,
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almeno in certi casi, e utile e fecoudo desumere da costru-

zioni spaziali teoremi di geometna piana, anche quando
non e piii necessario; in ci6 sta il maggior valore della

legge di duality, stabilita in modo pid generale.

Siniili considerazioni possono istituirsi per la stella

OssERVAZioNE 2.^ — Dato un teorema della geometna
piana (e quello che si dice per il piano si ripeterebbe

per la Stella), si piio enunciare a priori il suo correla-

tiYo iiel piano, purclie la dimostrazione di esso sia esclu-

sivamente fondata sulle proposizioiii ammesse come postu-

lati 1. II, III, IV, V. Per otteiiere la dimostrazione di questo

teorema correlative basta tradurre la sene di costruzioni

e ragionamenti occorrenti colla legge di dualita nello spazio,

e quindi segare, col piano, la flgura ottenuta nella stella.

Quando pero si faccia uso delle sole proposizioni del

piano e di altre gii dimostrate iiel piano insieme alle

loro correlative, quando cioe si faccia una dimostrazione

nel piano, basta operare lo scambio di parole « punto »

e « retta », cogli scambi di parole die ne denvano di con-

seguenza, nel ragioiiamento che foniisce la dimostrazione

del dato teorema.

Anche pel piano si potrh stabilire piii tardi la legge

di duality pel teoremi grafici, indipendentemente dal modo
coil cui essi sono stati dimostrati . ma questa legge non sara

in generale applicable ai teoremi metrioi. Valgono cioe le

avvertenze date per la legge di dualita nello spazio. In

particolare (giova npeterlo) gli elementi impropri non
debbono essere considerati in modo speciale.

Ecco alcuni esempi della legge di dualitii nelle forme

di 2.®' specie:

Nel piano

tre punti non appartenenti tre rette non passanti per

ad una retta determinano un un punto determinano un
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tnangolo: flgura costitmta trilatero: figura costituita

dai tre punti e dalle dalle tre rette (lati) e dai

tre rette die li congiungono tre punti in cui si segano

due a due [lati). due a due [ve'iHrce)

Nella Stella

tre piani, non passanti per tre rette, non giacenti in un

una retta, determinano un piano, determinano un inspz-

angolo triedro: flgura costi- golo: flgura costituita dalle

tuita dai tre piani (facce) tre rette (sptgoh) e dai tre

e dalle tre rette comuiii a piani che essi determinano

due di essi (spigoh). due a due (facce).

Le flgure tnangolo e trilatero, e cosi pure il triedro

e il trispigolo, sono in sostanza la stessa flgura che si

considera determinata in due modi diversi.

ITel piano

quattro punti, di cui tre non

appartengono ad una I’etta,

determinanoun quadrangolo

(piano) completo

:

flgura co-

stituita da quattro punti [ver-

tici) e dalle sei rette che li

congiungono due a due {lah).

Per ogni vertice passano

tre lati del quadrangolo
:
per

ogni lato vi e un lato op-

posto determinate dai due

vertici fuori del primo. Si

hanno cosi tre coppie di lati

quattro rette, di cui tre non

passano per un punto, deter-

mmano un qiiadrrtatero coin-

pleto: flgura costituita dalle

4 rette {lati) e dai sei punti

determinati da esse due a

due {vertici).

Sopra ogni lato stanno

tre vertici del quadrilatero

;

per ogni vertice vi e un

vertice opposto determinato

dai due lati che non passano

per esso. Si hanno cosi tre
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opposti, che determmano tre coppie di vertici opposti, che

punti (ciascuno intersezione determinano tre rette (cia-

dei due lati di una coppia); scuna congmngente i puiiti

questi tre punti dicousi punti di una coppia), queste tre

dtagmah del dato quadran- rette diconsi diagonah del

golo completo. dato quadrilatero complete.

Nella Stella

quattro piaui, di cui tre non quattro rette, di cui tre non

passano per una retta, de- giacciono in un piano, deter-

terminano un angolo te- minano un quadrispigolo

traedro completo: figura co- completo

:

flgura costituita

stituita da quattro piaiii dalle quattro rette {spigoU)

{facce) e dalle sei rette e dai sei piani {facce) che

( spig )li

)

che esse determi- esse determinano due a due.

nano due a due.

In ogni piano giacciono Per ogni punto passano

tre spigoli; per ogni spigolo tre facce; per ogni faccia

vi e uno spigolo oppo.sto "vi e una faccia opposla, de-

determinato delle due facce tex'minata dai due spigoli che

che non passano per esso. non giacciono in essa. Si

Si hanno cosi tre coppie di hanno cosl tre coppie di facce

spigoli opposti, e quindi tre opposte, e quindi tre rette

piani determinati dalle tre determinate dalle tre coppie

coppie di rette, che diconsi di piani, le quali si dicono

piam dtagonali del dato an- diagonah del dato quadri-

golo tetraedro completo. spigolo completo.

Le propo.sizioui enunciate successivamente pel piano

e per la Stella a sinistra, sono fra loro correlative nello

spazio; e cosi quelle a destra. Si passa da una proposi-

zione a sinistra (o a destra) pel piano ad una successiva

a destra (o rispettivamente a sinistra) per la stella, con
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una proiczione o Mceversa con una f5ezioiie (rispettivainente

del piano o della stella).

Le proposizioni enunciate, correlative Ira loro nel

piano e nella stella ,
si fondano esclusivamente sulle pro-

posizioni fondamentali per le forme di 2.^ specie; non cosi

quelle che compariranno nel successive § Intanto si enun-

ceranno per esercizio i correlativi (secondo le due leggi

di duahta stabilite) dei teoremi seguenti:

Quattro punti A, B, C, D di un piano, concepiti in un

determinate ordme di successione {AB C B)^ iAii che tre

coiisecutivi non stieno sopra una retta, determinano un

qiiadrangolo piano seynplice, figura costituita da 4 punti

{vertwi) e dalle 4 rette {lati) che congiungono due vertici

consecutivi {AB, B C, C D, DA) Vi sono due coppie di

vertici (opposti) non appartenenti ad uno stesso lato {A, C

e S, jD), le quail determinano due rette, dette cliagonah

del quadrangolo semplice. I quattro lati e le due diago-

nal! di un quadrangolo semplice sono i 6 lati del qua-

drangolo complete che viene determinate dai quattro ver-

tici, quando tre qualunque di essi non sono in linea retta.

I quattro punti possono ordiiiarsi in 24 modi, ma 4

ordini ( come A B C D, B CD A^ CD A B, D A B C) danno

luogo alio stesso quadrangolo semplice, quiiidi vi sono

24 = 6 quadrangoli semplici aventi i medesimi vertici.

Le precedenti considerazioni si estendono colla consi-

derazione delVn-gono piano completo {^): figura determinaia

da n punti di un piano, presi m un determinate ordine di

successione, tali che tre consecutivi non appartengono ad

una stessa retta (la quale figura ha n lati, cioe e in pan

tempo un 72-latero semplice). Correlativamente si haiino

(1) Per = 3, ed n = 4 un n-gono e nspettivamente nn 3gono e

4gone, figure che abbiamo denominate, come pin comunomente si nsa,

coi nonii di « tnangolo » e « quadrangolo ».
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Vn-latero completo o semplice nel V angolo n-edro

e V n-spigolo completo o sempbce nella stella (di cui il

centro della stella dicesi Tertice). Le espressioni « piano ;>

ed « angolo » aggmnte nspettiTamente a quelle n-gono ed

^-edro nolle definiziom precedenti. sono poste per distin-

guere quelle figure nspettivamente dBlV n-gono {gobbo o

sghembo) ed n-edro, che vengono determinati (in modo

correlatiTO fra loro nello spazio) da n punti, o rispetti-

vamente da n piani, di cui 4 non appartengono ad una

forma di 2.^ specie (nspettivamente piano o stella).

OssERYAZioNi. — L! angolo poliedro o polispigolo

,

(n-dro 0 n-spigolo), completo o semplice che sia, viene

qui concepito in modo diverso che nella Geometria ele-

mentare, sotto Taspetto seguente:

Mentre nella Geometria elementare le facce e gli

spigoli s’lmmaginano troncati dal vertice, qui si consi-

derano iiiveco come indefinitamente prolungati da ambe

le parti. La considerazione di angoli poliedri (simmetrici)

opposti al vertice, non ha dunque pm luogo di esistere,

poiche un angolo poliedro si concepisce come la riunione

di due angoloidi opposti al vertice (nel senso della Geo-

metria elementare).

Secondo Y attuale concezione degli angoli poliedri,

avremo in particolare che; * Due angoli poliedri sono

uguali se hanno le facce uguali, ed uguali i diedri da

esse compresi.

Nella Geometria elementare questa uguaglianza non

poteva sempre afifermarsi, potendo avvenire che due angoli

poliedri sifFatti non fossero uguali, ma ciascuno di essi

fosse uguale al simmetrico dell’ altro.

§ 10. Teorema dei triangoli omologici e correlativi. —
Due n-goni piani si dicono riferiti fra loro, se si pensano

1 vertici dell’ uno come coordinati ai vertici dell’ altro in

una corrispondenza binivoca. due vertici che si pensano
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come coordinati fca loro si dicono coi'vispondeMi od omo-

loghi, e SI designano genei’almente colle stesse lettere.

munendo di apici o di accenti le lettere che indicano i

vertici di uno dei due n-goni.

Quaiido due «-goni piani sono riferiti fra loro, risul-

tano coordinati fra loro (corrispoiidenti, omologhi) anclie

i lati di essi clie vengono determinati dalle coppie di

vertici corrispondenti.

Analogamente si dica per gli n-lateri, n-spigoli . aiigoli

n-edri e per gli n-goni ed »-edri sgliembi.

In particolare si possono considerare due triangoh

(trilateri ecc...) riferiti tra loro

Due triangoh si possono riferire fra loro in 6 modi

.

in generale due n-goni si possono riferire fra loro m n!

(1. 2. 3.... n) modi, ecc .

SussistoDO i seguenti

Se due trilateri senza

elementi comum ( lati o ver-

tici) non appartenenti alio

stesso piano, sono riferiti

fra loro, in modo die i lati

omologlii sieno incident! (e

s’ incontrino quindi in tre

punti della retta comune ai

piani del due trilateri ) , le

rette congiungenti i vertici

omologhi passano per uno

stesso punto.

Infatti, le tre coppie di

lati omologhi (mcidenti) de-

terminano i tre piani di un

triedro di cui i due trilateri

sono sezioni
,
le congiungenti

1 vertici omologhi sono gli

spigoli del triedro.

teoremi correlativi iiello spazio

:

Se due trispigoli senza

elementi comuni (spigoli o

fdccie) non appartenenti alia

medesima Stella sono riferiti

fra loro in modo che gli spi-

goli omologhi sieno incidenti

(e determinano quindi tre

piani passantiper larettacon-

giungente i vertici dei due

trispigoli), le rette interse-

zioni delle faccie omologlie

giacciono in uno stesso piano.

Infatti, le tre coppie di

spigoli omologhi (incidenti)

determinano i tre vertici di

un triangolo di cui i due

trispigoli sono proiezioni ; le

intersezioni delle faccie omo-

loghe sono i lati del triangolo.



La dimostrazione cade

in difetto se un lato di un

trilatero e la retta d’inter-

sezioue dei due plain , ma
aiiche in questo case 1’enun-

ciate e vero, anzi evidente.

La dimostrazione cade

in difetto se uno spigolo di

un trispigolo e la congiun-

gente i due vertici, raa an-

che in questo case 1’ enun-

ciate e fero, anzi evidente.

Vioeversa

Se due triangoli senza

element! comuni, giacenti in

plain diversi
,
sono riferiti

fra loro in modo che le con-

giungenti i vertici omologhi

passino per uno stesso punto,

1 lati omologhi sono incident!

e s’ incontrano in tre punti

della retta comuiie ai piani

dei due triangoli.

Infatti, in tal case i due

triangoli sono sezioni del

trispigolo deteimniato dalle

congiungenti i vertici omo-

loghi.

La dimostrazione cade

in difetto, ma I’enunciato

vale ancora, nel caso die il

punto comune alle congiun-

genti i vertici omologhi dei

due triangoli sia uno dei

vertici.

Due triangoli (o trila-

teri) nella relazione consi-

Se due triedri senza

element! comuni e apparte-

nenti a stelle diverse, sono

riferiti fra loro in modo che

le intersezioni delle facce

omologhe giacciano in uno

stesso piano, gli spigoli omo-

loghi sono incidenti e deter-

minano tre piaiii passanti

per la retta che congiunge

i vertici dei due iriedri.

Infatti, in tal caso i due

triedri sono proiezioni del

trilatero determinate dalle

intersezioni delle facce omo-

loghe.

La dimostrazione cade

in difetto, ma 1’ enunciate

vale ancora, nel caso che il

piano determinate dalle in-

tersezioni delle facce omo-

loghe dei due triedri sia una

delle facce.

Due triedri (o trispigoli)

nella relazione considerata,
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devata. cioe sezioni di uno cioe proiezioni di uiio stesso

stesso trispigolo (o triedro), trilatero (o tnaiigolo), di-

dicoiisi prospettwi. consi prospetttvi.

I leoremi ijrecedentemente stabihli servono a dimo-

strare i segueiiti, die possono considerarsi come estensione

di essi, e sono correlativi fra loro nello spazio

'

Se due trilateri senza

elementi comuni, giacenli in

uno stesso piano, sono rife-

nti in modo die le tre coppie

di lati omologin determi-

nino tre punti appartenenti

ad una stessa retta, le tre

congiungenti i vertici omo-

loghi passano per uno stesso

punto

Se due trispigoli senza

elementi comuni, apparte-

nenti ad una stessa stella,

sono rifenti in modo die

le tre coppie di spigoli omo-

loghi determmino tre piani

passanti per una stessa retta.

le tre mtersezioni delle fac-

ce omologhe giacciono in

uno stesso piano.

Bastera dimostrare il teorema a sinistra:

Siano abc, d V d \ due trilateri del piano i:, aventi

per vertici rispettivamente opposti ad a,h, c, ed a', h\ d i

punti A, B, C. A', B, C. I tre punti di iiitersezione dei

lati omologhi L = {ad), M = {bb'), N = {cd

)

apparteii-

gono alia stessa retta ii che, per le condizioni poste, non

e un lato, ne appartiene ad un rertice dei due trilateri.

Per la retta u si conduca un piano x, diverso dal

piano 71 dei due trilateri, e da un punto P, fuori dei due

piani TC e T, si proietti il trilatero d h' d sul piano t.

in guisa da ottenere un trilatero a b c, (di vertici Ai, Ci,

rispettivamente opposti ad <Zi, &i, Ci,) prospettivo ad

d b' d. Le coppie da, b'b, dc, si segheranno rispetti-

vamente nei punti L, M, N della retta u. Allora i due

trilateri a b c, a^, by, Cy, senza elementi comuni e non

giacenti nello stesso piano, risultano riferiti fra loro in

modo che le coppie di lati omologhi aa^,. bb^, cc,

,

si

segano rispettivamente nei tre punti L, M, N della retta u

.

pel teorema gia stabilito si deduce che le rette AA^,
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jB5j, C C^, ( congiungenti i vertici omologhi di a^h^c^,

ah c) passano per uno stesso punto O'. Ora si pro-

iettino da P sul piano tc i triangoli ABC
, A^B^Ci.

SI otterranno rispettivamente i triangoli ABC, A' B' C e

le rette AA', BB', CC, rispettivamente proiezioni di A Aj

,

BB
^ , e C Oj

,
passeranno per uno stesso punto 0, proiezione

di O' da P sul piano tc.

Cosi risulta dimostrato che le rette congiungenti i

vertici omologhi dei due trilateri ahc, a' &'c' passano per

uno stesso punto 0. In modo correlativo si fark per eser-

cizio la dimostrazione del teorema di destra.

II teorema a sinistra che abbiamo stabilito, essendo

un teorema di geometria piana fondato sulle proposizioni

a, h, c, d, e, f {o I, II, III) del capitolo 1.®, ammette il

suo correlative nel piano, il quale si enuncia cosi:

Se due triangoli senza elementi comuni, giacenti in

uno stesso piano, sono riferiti fra loro in modo che le tre

congiungenti i vertici omologhi passino per uno stesso

punto, le tre coppie di lati omologhi determinano tre

punti appartenenti ad una stessa retta
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La dimostrazione di questo teorema pud farsi dipen-

dere dal teorema analogo dato pel caso che i due triaugoh

non giacciano nello stesso piano, secondo la legge di dualita

stabihta.

A tal fine (poiche il teorema non e fondato soltanto

sulle proposizioni fondamentali del piano) immagiuiamo i

due tnangoli come le sezioni del piano che li contiene

coi due trispigoli, proiezioni di essi da un punto esteriio.

Questi due trispigoli (senza elementi comuni) appartenenti

ad una medesima stella, nsultano rifenti in mode che i

tre piani determinati dalle tre coppie di spigoli omologlii

passano per una stessa retta
;
quindi, pel teorema enunciato

a destra, le tre intersezioni delle facce omologhe giac-

ciono in un piano; ne segue che le tre coppie dei lati

omologhi dei due triangoli (sezioni delle coppie di facce

omologhe dei due trispigoli) si segano due a due in tre

punti, che appartengono ad una retta, sezione del piano

in cui giacciono le intersezioni delle facce omologhe dei

trispigoli c d d. Ci6 posto, i teoremi stabiliti pei tnangoli

(o trilateri) si possono raccogliere nel seguente enunciato

Due tnangoli (o tnlaten) senza elementi comum, gia-

centi 0 no in un medesimo piano, sieno nferiti fra loro

Se le coppie di lati omologhi s’ incontrano rispei-

tivamente in tre punti appartenenti ad una stessa retla,

le tre congiungenti i vertici omologhi passano per uno

stesso punto. Se le tre congiungenti i nerlici omologhi

passano per uno stesso punto, i lati omologhi s’ incon-

trano in tre punti di una stessa retta.

CoROLLAEio. * — Due triangoli di un piano senza ele-

menti comuni sieno nferiti tra loro

;

se le coppie di lati omologhi sono parallels , le con-

giungenti i vertici omologhi passano per un punto proprio

0 sono parallels;

se le tre congiungenti i vertici omologhi sono paral-

lels
,

le tre coppie di lati omologhi s’ incontrano in tre
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punti propri sopra una retla, o due di queste coppie s’ln-

contrano in due punti propri la cui congiungente e paral-

lela ai lati della 3.^ coppia, o le tre dette coppie sono

coppie di rette parallele.

II teorema generale precedente (dove non si fa distin-

zione fra elementi propri e impropri) in quanto si suppone

die 1 due triangoli giacciano in uno stesso piano, raccliiude

due proposizioni correlative nel piano, e si dice il teo~

rema dei triangoh (o trilateri) omologici. Si dicono omo-

logiGi due triangoli o trilateri d’ un piano, nella relazione

(reciproca di se stessa) considerata n ell’ enunciate.

Dal teorema dei triangoli omologici, in cm e ammesso

lo scambio degli elementi punto e retta. come nelle pro-

posizioni fondamentali del piano seguirebbero tutti i teo-

remi della geometria proiettiva piana senza far piu uso di

costruzioni nello spazio (aggiunto piii tardi il postulate

della contmuita, valido ugualmente per tutte le forme di

1 ^ specie). E gia e stato osservato (§ 9, osservazione 1.^)

die di qui si trae una nuova dimostrazione della legge

di dualita nel piano. Per deduvre dalla dimostrazione di

un teorema nel piano, quella diretta del suo correlative

nel piano, basterii d’ora innanzx (generalmente) operare lo

scambio delle parole « punto » e « retta », e gli scambi

di parole che ne conseguono, nella dimostrazione del date

teorema. Ma (come e stato avvertito) in taluni casi gio-

vera (sebbene non piu necessario) ricorrere a costruzioni

spaziali anche per teoremi della geometria piana, ed allora

nel cercare la dimostrazione di un teorema correlative

colla legge di dualita piana bisognera ancora ricorrere al

procedimento generale indicato.

Si possono ripetere queste considerazioni per la stella,

dove il teorema prima enunciato pei triangoli, si traduce

colla legge di dualita nello spazio nel seguente:

Due triedri (o trispigoU) senza elementi comum,

<iventi o no lo stesso vertice, sieno riferiti tra loro:
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Se le coppie di spigolt omologhi giacciono » ispet-

tivatnenie in tne piani passanti pev una medesuna retta,

le tTe tYtteTseztoni delle facoe omologhe gidccioiio in

uno stessQ piano;

Se le inteirsezioni delle facce omologhe giacciono

m uno stesso piano, le coppie di spigoli omologhi ap-

jiartengono nspettwainenle a tre piani passanti per una

medesima retta.

Questo teorema, in quanto enuncia una propneta

della Stella, si dimostra anche considerando i triangoli

omologici sezioni dei due triedri con un piano passante

pel loro vertice

11. Teorema dei ouadrangoli prospettivi e omologici,

e correlativi. — Sussistono i

nello spazio:

Due quadrangoli piani

completi ABCD, A'B'C'D'

senza elementi comuni (gia-

centi 0 no in un piano) sieno

nferiti fra loro in inodo che

5 coppie di lati omologhi

AB, A'B'; AC, A'C'; AD,
A'D', BC, B'C'; BD, B'D';

determinino 5 punti ap-

partenenti ad una retta o,

non contenenie uno degli S
vertici

;

anche la 6.^ coppia di

tail omologhi CD, C'D' de-

terminerd un punto della

retta 0 , e le congmngenti i

punti omologhi passeranno

per uno stesso punto 0.

seguenti teoremi correlativi

Due angoli tetraedri

completi a^Y^, senza

elementi comuni (apjparte-

nenti o no ad una stessa

Stella ) sieno nferiti fra

loro in modo che 5 coppic

di spigoli omologhi ct%

ay- a Y ;
ao, a o

; Py> P Y ^

pS, P'S' determinino ti piani

appartenenti aduna retta o,

non giacente in una delle

8 facce;

anche la 6Y coppia

di spigoli omologhi '{I, Y1>

determinerd un piano pas-

sante per la retta o, e le

intersezioni dei piani omo-

loghi giaceranno in uno

stesso piano w.
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Basta dimosti’are il teorema a simstra:

A tal fine si considenno le coppie di tnaugoh ABC,
A' B'

C

ed ABB, A' B' JD' che conteugono insieme 5 lati

dei due quadrangoli (esclusi CD, CD').

I due tnangoli di una delle due coppie nominate sono

riferiti in modo che le coppie di lati omologhi s’ incontrano

nei punti della retta o, onde (§ 10) le congiungenti dei

punti omologhi passano per uno stesso punto
:
questo punto

e il medesimo per le due coppie di tnangoh, essendo

definite, rispettivamente nei due casi, come intersezione

delle rette A A', BB', CC ed A A', BB', DD', cioe

essendo 0={AA', BB').

Dunque intanto le congiungenti A A', BB’, CC, DD',

passano per un punto 0.

Considerando poi i due triangoli A CD, A! CD', in

cui le congiungenti i vertici omologhi passano per un

punto, segue (§ 10) che le rette CD, CD' s’ incontrano
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sopra la retta o, determinata dai pmiti intersezioni delle

AC, A' O' ed AD, A'D'\ c, cl. d.

Ill quanto 1’ enunciato precedente a sinistra si con-

sider! come un teorema di geometria piana (quando i due

quadrangoli giacciono in uno stesso piano), esso dk luogo

al seguente teorema suo correlative nel piano.

Due quadrilateri compleit di un piano, senza ele-

menii oomuni
,
sieno riferiti in modo clw 5 coppie di

vertici omologhi determimno 5 retie passanti per uno

stesso punto che non appartenga ad uno degli 8 lati,

anche la 6^ coppia di vertici omologhi determinerd

una retta passante pel medesimo punto, ele 4 coppie di

lati omologhi si segheranno in 4 punti di una retta.

Similmente il teorema a destra, in quanto e teorema

di geometria nella stella, d^ luogo al seguente suo cor-

relative nella stella;

Due quadrispigoh completi ( in una stella) , senza

elernenti comum, steno riferiii in modo che 5 coppie di

facce omologhe determimno 5 rette di un peano, non
contenente uno degh 8 spigoli;

anche la Gd copjyia di facce omologhe deter-

mmerd una retta del piano, e le 4 coppie di spigoli

omologhi determineranno 4 piani passanti per una retta

Si diniostreranno questi teoremi per esercizio, osser-

vando le vane relazioni che si hanno fra i quattro enun-

ciati secondo le considerazioni del § 9.



CAPITOLO III

Gruppi armonici.

§ 12. Gruppi armonici di 4 punti e di 4 piani. —
Dali tre punti A, B, C di una retta u, si conducano per

essi tre rette (diverse da u) giacenti in un piano tz per

la retta e determinant! un trilatero di vertici L, M, N,

(vedi figura) dove i lati opposti ad L, M, N passano ordi-

nataniente per A. B, C. si

detennini quiiidi il punto K~
(AL . BM) intersezione delle

rette {AL), {B M). Risulta

cosl costruito un quadrangolo

complete KLMN di cui due

lati passano per A, due lati

per B, uno per C e 1’ ultimo

K N per un certo punto D
della retia ic, che viene deflmto appunto come inter-

sezione delle rette u e K N. Se nello stesso piano del

quadrangolo KLMN o in un altro piano per la retta u,

SI considera un altro quadrangolo (die puo costruirsi in

lufiniti modi col procedimento indicate) di cui due lati

passino per A, due per B ed uno per G, si ha che il

nuovo quadrangolo risulta riferito a K LMN in guisa

che 5 coppie di lati omologhi s’incontrano in punti {A,B, C)
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della retta quindi (§ 11) i sesti lati dei due quadraii-

goli s’ incontrano nello stesso punto D della retta u.

Un gruppo di punti {ABCD) di una retta u, nell’or-

dine scritto, si dice arinonico quando esiste un quadrangolo

complete (avente i vertici fuori della retta) di cui due

lati passano per A, due per B, uno per C ed uno per Bi

allora per le precedeiiti ossei’Tazioni esistono inflniti qua-

drangoli cosifFatti (detti quadrangoli costrutton o gene-

ratori del gruppo armonico). Segue pure dalle conside-

razioni precedent! che : dati tre punti A, B, C di una retta u,

nell’ordine scritto, vi e un gruppo armonico {A B C D)

a cui essi appartengono ;
il punto J) si dirk il quanto

armonico dope A, B^ C.

Ma per giustiflcare tale denominazione occorrera

stabilire che il punto D e proprio un quarto punto della

retta distinto da A, B, C. Risulterk questo fatto dalla

dimostrazione seguente, la quale ci dirk anzi di piii, cio6

che 1) insieme a C separa A, B su u.

Sia LMNK un quadrangolo costruttore del gruppo

armonico {A B_C D), di cui i lati L M, NK passiiio per
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A\ M N, L K per B\ M K per C\ LJS per D. Su A L
si prenda un puiito S che insieme ad M separi A, L, in

guisa che la retta C S non passi per L, M, N, K; il

punto R proiezione di /S' da (7 su L B, msieme a K sepa-

rerh L, B (postulato V).

I triangoli RLS, MNK, senza elementi comuni, sono

riferiti m raodo che le coppie di lati RL, MN-, RS, MK;
L S, NK, s’ ineontrano rispettiTamente nei tre punti B, C, A
della retta quindi essi sono omologici, e le rette RM,
LN, SK passano per un punto 0.

Se 0 cade su u esso coincide con D , essendo 1' in-

tersezione di m ed i N, ma ci6 pu6 evitarsi scegliendo il

punto ./S' fuori della retta BK.
Si supponga dunque che 0 sia fuori di u. Allora si

proietti da 0 su u il gruppo ALMS, e si indichino con

X, y, le rispettive proiezioni di M, S, si avrh che X, Y
separano A, G (come N, S separano A, L). Analogamente

(proiettando BLKR da 0 su u) si ha che si sepai’ano

le coppie X Y, BD. Segue che nell’ordine natui’ale [AX'D)

di M, Y segue D e B segue Y o precede X, sicch6
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AXDYB 0 {ABXDY ossia) BXDYA sono punti

susseguentisi (vedi pel prime case la figura a pag. 59, pel

secondo la flgura a pag. 58)

D’altra parte proiettando da M su u le coppie che

SI separano BL, KR (della retta LK) si ottengono le

coppie che si separano BA, CX\ analogamente si sepa-

rano le coppie BA, C Y, dunque D che e interne al

segmento A X B e distinto da A, B, C, ed insieme a C
(esteriio a tale segmento) separa A, B: c. d. d.

Si pud dunque enunciare il teorema:

Se in una punteggiata sono dati tre punti A, B, C,

esiste un quarto punto D, distinto da essi, tale che risulti

ai'monico il gruppo ABCD. questo punto D insieme a C

segara A, B.

In mode correlative nello spazio si definisce come

arnionico un gruppo di 4 piani « p y 8 d’ un fascio, quando

esiste uno e quindi inflniti angoli tetraedn completi (costrut-

tori) di cui due spigoli giacciano su a, due su P, uno su y

ed uno su S ;
si dimostra quindi che : Dati tre piani x,

i?, y

d’ un fascio, esiste in esso un quarto armonico 5, che

con y separa x, p.

§ 13. Scainhi tra gli elemeuti d’ un gruppo armonico.

— Nella deflnizione di un gruppo armonico {A BCD)
o («py3), non si distingue I’ordine degli elementi della

coppia A B 0 CD, tanto che possiamo senz’ altro afFer-

mare che: se e armonico il gruppo {ABCD), saranno

armonici anche i gruppi {BACD), (ABDC), (BADC).
Invece le coppie AB, CD compariscono disugualmente

nella deflnizione di gruppo armonico, sicche non si potrebhe

dire a priori die se e armonico {ABCD), sia tale anche

{CDAB).
Ma CIO pu6 stabilirsi costruendo un effetlivo qua-

drangolo di cui due lati passino per C, due per D, uno

per A, uno per B. Basta invero nella dimostrazione del

§ 12 far cadere il punto 0 in D (che sappiamo ora
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distmto da A,B,C), coll’ assumere come punto 5 il punto

comune ad LM e a DK (die, essendo D distinto da

A, B, G, risulta distmto

da M,L,N,K)\ allora

il quadrangolo SRMK
e costruttore del grup-

po armonico {CDAB)
In sostanza il teorema

si deduce dalla consi-

derazione di una cop-

pia di triangoli omolo-

gici, cio6 dei triangoli

BLSf MNK, provando cosi die la retta EM deve pas-

sare per JD.

Si puo dunque enunciare il teorema:

Se sopra una retta o (correlativamente) m un fascio

di plant d armomco il gruppo di 4 elementi A B C D ,

smo armonici anche i gruppi BA CD, ABDC, BADC,
CDAB, CDBA, DCAB, DC BA. Qli altri 16 gruppi

che SI ottengono dal data, permutando in tutli i modi

possibili i suoi elementi, non sono armonici.

Ad esempio, non ^ armomco il gruppo A CEB, perche

in esso le coppie A C, B D non si separano.

E dunque giusto di considerare 1’ armonicitk del

gruppo A B C JD come una relazione tra le coppie A B,

C B {B A, CD ecc.), la quale si espnmerk dicendo die

tali coppie si seioarano armonicamente

,

o che A B {o B A)

sono coniugati armonici rispetto & G, D q viceversa.

§ 14. Gruppi armonici di 4 raggi d’ un fascio. —
Sussistono i seguenti teoremi correlatm nello spazio:

Proietiando da un asse Segando con una retta

(non incidente al sostegno (non incidente all' asse del

della punteggiata) un fascio di piani) un gruppo

gruppo armonico di 4punti armonico di 4 piani (ocPyS)
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(ABCD) cV iina reiia s, si cV tin fascxo, si otUeyie iin

oitiene itn gritppo armomco griippo armomco di pitnh

di piani (aPyS). (ABCD).
Basta dimostrare il teorema a sinistra.

A tal fine si seghi con un piano, non passante per Basse,

il gruppo di piani (aPyo), in guisa da ottenere un gruppo

di 4 raggi {abed), appartenente ad un fascio di centre S
(vedi figura) prospettivo ad {ABCD), Sulla retta c si

fissi un punto R (fuori

di 5 e di 5) e si deter-

minmo le rette A R,
B R seganti rispetti-

vamente in P e Q le

rette a,b; allora la

retta r = {P Q) pas-

sera per P, essendo

P Q P aS un quadran-

golo complete costruttore del gruppo armonico [ABCD).
Si consideri ora il quadrilatero complete p q r s indivi*

duato dalle rette p = AQ, g' = PP, r = P Q ed 5, sostegno

della punteggiata ABCD; esso ha i rertici A, P su a,

i due vertici P, Q su b, il vertice R su c, ed il vertice J)

su d, quindi viene proiettato da un punto dell’asse del

fascio aPyo secondo un angolo tetraedro costruttore di

un gruppo armonico di piam: c. d, d.

Dai due teoremi stabiliti consegue il seguente:

Se un gruppo dt 4 raggi (abed) d' un fascio vien

segato da una retta del suo piano non passante pel suo

centro, 0 proiettato da una retta pel centro del fascio

fuori del suo piano, secondo un gruppo armonico di ele-

menti (punti 0 piani); ogm retta pel centro del fascio

non appartenente al fascio, proietterd tl gruppo (abed)
secondo un gruppo armonico di piam ; ed ogm retta del

suo piano non passante pel centro segherd il gruppo
abed) secondo un gruppo armonico di punti.



03

Un tal griippo di I'ciggi {abed) di un fascio che sod-

disfl alia condizione enunciata, reciproca di se stessa,

dicesi armonico Risulta alloi-a:

Dati 3 raggi a,b,c d’un fascio, nell’ ordine scritto.

vi e un quarto raggio d del fascio {quarto armonico) che

da con essi un gruppo ai’monico {abed), e con c separa a, b.

Se il gruppo di raggi {abed) d’ un fascio e armonico.

sono armonici anche i gruppi {bacd), {abdc), {bade), {edab).

{dcab), {cdba), {deb a), (onde a,b si dicono comugaii

armonici rispetto a c, d, ecc...).

Dal fatto che un gruppo armonico di raggi pud con-

siderarsi come sezione d’un gruppo armonico di piani o

come proiezione d’ un gruppo armonico di punti, seguono

1 due teoremi seguenti (correlativi nello spazio):

Se un gruppo di 4 raggi Se un gruppo di 4 raggi

(abed) di un fascio i anno- (ab c d) di un fascio i anno-

nico, esisiono infimti qua- mco, esistono inftmti qua-

dnlateri ( costrutton del drispigoli ( costrutton del

gruppo armonico ) aventi gruppo armonico) aventi

due vertici su a. due su b, due facce che passano per

un rertice su c ed uno su d; a , due per b
, una faccia

mceversa, se esiste un sif- pasf>ante per c e una per A.\

fatto quadrilatero,ilgruppo mceversa, se esiste un sif-

(abed) d armonico ed ogni fatto quadrispigolo,il grup-

altro quadrilatero avente po{&hG&)i armonico, edogm
due vertici su a, due su b, altro quadrispigolo avente

uno su c, ha I’ldtimover- due facce passanii per a,

iice su d. due per b ed una per c

.

ha r ultima faccia pas-

sante per d.

Osserviamo, riferendoci per esempio al teorema di

sinistra, che la prima parte di esso si deduce dalla defi-

nizione di gi’uppo armonico di raggi come figura proie-

zione (da un centre) di un gruppo armonico di punti, col

ragionamento fatto nella dimostrazione del pnmo teorema
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a sinistra di questo §, mentre si deduce subito dalla

deflnizione di gruppo armonico di raggi come figura sezione

di un gruppo armonico di piani, segando uii angolo tetrae-

dro costruttore del gruppo armonico di piani Quanto alia

seconda parte del nominate teorema essa segue ,
o pro-

iettando un quadrilatero costruttore del gruppo armonico

di raggi, o col ragionamento correlative nel piano di quello

che permette di costruire un tal quadrilatero, dato un

quadrangolo costruttore di un gruppo armonico sezione

del gruppo di raggi. Dali’ esistenza di un siffatto quadri-

latero costruttore del gruppo, segue 1’ esistenza di infiniti

altri, basandosi sul teorema relative ai quadrilateri del

§ 11, precisamente con considerazioni correlative nel piano

di quelle occorse nel § 12.

Si vede dunque che le proprieta di un gruppo armo-

nico di raggi d’ un fascio, sono correlative nel piano di

quelle di un gruppo armonico di punti e correlative nella

Stella di quelle di un gruppo armonico di piani. Secondo

la legge di dualita nel piano o nella stella si poteva porre

r esistenza di un quadrilatero, o rispettivamente quadri-

spigolo costruttore, come deflnizione di un gruppo armo-

nico di raggi, ma non si sarebbe visto subito che le due

deflnizioni sono equivalenti.

I seguenti teoremi sono correlativi nel piano.

In un quadrangolo coni’- In un quadrilatero coni-

pleto, due lati oppostisono pleiOy due nertici opposti

comugati armonici rispetto sono comugati armomci ri-

alle due rette diagonali che spetto ai due punti diago-

passano pel loro punto co- nali che appartengono alia

mune. loro congiungente.
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Per la dimosirazione riferiamoci, per esenipio, al-

renunciato di sinistra. Allora, adottate le designazioni

deir unita flgura, si ha die le 4 rette A B, CD, AC. BD
determinano un quadrilatero complete avente due vertici

{A, C) su A C, due vertici {B, D) su B D, un vertice (M)

su PM ed un vertice {N) su PN\ cio dimostra che le

4 rette PA
(
= AC). PB \^BD), PM, PN fonnano un

gruppo armonico, c, d d,

§ 15. Coiiseryazionedeignippiarinonicinelriferimento

di due forme di spede mediante proiezioui e sezioiii. —
Le cose principal! dette sui gruppi armonici si possono enun-

Glare complessivamente per levane forme dll.^specie dicendo*

Dati 3 eleynenti di xma foryna di 1.^ specie m un

ordine assegnato risulta detei'minato un quarto armonico.

Le Goppie di coniugati arinonici st separano

Se (ABCD) d un gynippo armonico di elementi dt

itna foryna di specie, sono aymiomci anche t gruppi

(BACD), (ABDC), (BADC), (CDAB), (DCAB), (CDBA), (DCBA).

Qualunque proiezione o sezione di un gruppo armo-

nico di elementi d un gruppo armonico.

Abbiamo denominato prospettwe due forme di prima

specie, allorche una di esse si deduce dalPaltra con una

proiezione (e la seconda dalla prima con una sezione) (§ 4):

due tall forme si riguardano come riferite Tuna alPaltra,

nel senso che a ciascun elemento deir una viene associate

quell’ elemento dell’altra che e sua proiezione o sezione,

SI puo dire che quei due elementi delle due forme (di

cui uno e proiezione dell’altro) si cormspondmo nella

prospettimtd stabilita.

Si dicono anche prospettive due forme di prima specie

omonime, allorche esse si nguardano come proieziom o

sezioni di una medesima; cosi due punteggiate u, u riguar-

date come sezioni di uno stesso fascio di raggi ?7 o di

uno stesso fascio di piani ; due fasci di raggi Z7, U' riguar-

5



66

dati come proiezioni di una stessa punteggiata o come

seziom di uno stesso fascio di piani ; due fasci di piani

riguai’dati come proiezioni di una stessa punteggiata o di

uno stesso fascio di raggi

Parliamo per semplicitti del primo caso I’appresentato

dalla flgura 1. Le u, u' risultano rifente nella prospet-

tivita posta, corrispondendosi due punti come A, A' o B.B'

.

ecc. sezioni di uno stesso raggio di U Si pu6 dire che

li riferimento prospettivo tra u, u' si ottiene riferendo

prima prospettivamente la ad TJ (cioe eseguendo una

proiezione), poi B ad m! (cioe eseguendo una sezione);

con CIO SI vengono a fai’e corrispondere ai punti A, B,C.

di u, rispettivamente i punti A', B^, C... di u', e viceversa

Consideriamo ora tre punteggiate u,u',u" e supponiamo

A B C

che la u sia prospet-

tiva alia ii' e questa

(anche) alia u". Al-

lora ad ogni punto A
di u corrisponde un
punto A' di u' (la sua

proiezione da U) e ad

ogni punto A' di u' un
punto A" di u" (la sua

proiezione da U')\D



67

tanto che si pu6 dire che ad ogni punto di u viene a cor-

rispondere

,

colie operazioni eseguite , un punto di u",

mentre le operazioni stesse eseguite in senso inverse

fanno corrispondere a ciascun punto di u" un punto di u

(quello da cui esso nasce colie proiezioni successive ese-

guite da U, U' rispettivamente su u, u'). Le u, u" vengono

dunque ad essere rifente fra loro, nel senso detto innanzi,

e SI puo dire che il riferimento e ottenuto nferendo

la u (prospettivamente) alia u', e la u' (prospettivamente)

alia u".

Ma questo riferimento non e in generate una prospet-

tivita, e anzi si pu6 vedere che non lo e certo se al

punto intersezione di u con u' corrisponde un diverse

punto su v!'

.

Non vi h alcuna difficolta a estendere le cose dette

al case in cm si abbiano piii punteggiate, ed in generale

piu forme di prima specie u, ic, ii".... disposte in un

certo ordine, e siffatte die ciascuna di esse sia prospettiva

alia precedente e alia consecutiva. Allora si ottiene fra

la prima e 1’ ultima forma {u, un riferimento pel quale

ad ogni elemento di u corrisponde un elemeuto di e

viceversa. la corrispondenza (o riferimento) viene stabilita

colie costruzioni (proiezioni e sezioiii) successn amente

eseguite. Si pu6 dire che si passa dull’una all’cdtra forma

mediante un numero finiio di proiezioni e sezioni, o die

le u, u'"', sono riferite mediante proiezioni e seziom, cioe

con quelle proiezioni e sezioni che fanno passare da ogni

forma a quella prospettiva che le succede nel dato ordine,

e che permettono di dedurre da ogni elemento della u
un corrispondente in Queste proiezioni e sezioni sono

le stesse (cio6 fatte da ugual centro o asse e colla stessa

retta o piano) per tutti gli elementi della prima forma

Eseguendo in ordine inverse le nominate proiezioni

e sezioni, si passa dall’ ultima forma alia prima, cioe si

costruisce la corrispondenza inversa della prima, e questo
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vale anche se (come puo accadere) le due forme sono

sovrapposte.

Abbiamo veduto che ogm proiezione o sezione di un

gi'uppo armouico di elementi di una forma di prima specie

e ancora un gruppo armonico, quindi si lia il teorema:

Se due forme di pnma specie sono rifente fra loro

mediante proiezioni e sezioni, ad ogni gruppo armonico

di quatiro elementi delV una corrisponde un gruppo

armonico di quattro elementi (omologhi) dell ultra.

§ 16. Questione fondamentale. — II concetto di rife-

rimento di due forme, ossia di corrispondenza tra di esse,

scaturito dalle uostre considerazioni precedent!, e suscet-

tibile d’ una piu ampia estensione.

In sostanza quel concetto consiste in ci6, die, quando

mediante proiezioni e sezioni si passa da una forma ad

un’ altra
,
noi pensiamo di associare idealmente I’elemeuto

di partenza nella pnma forma all’ elemento costruito nella

seconds.

Ogni altro sistema di operazioni, eseguite sull’una

forma e condncenti da un elemento di essa ad un elemento

deir altra, permette una siffatta associazione ideale e quindi

stabilises una corrispondenza univoca tra la pnma e la

seconds forma, § quests corrispondenza sarS, bmnivoca

(ed allora le forme risulteranno rifente tra loro), se le

opei*az!oni eseguite sono invertibili, facendo passare da

ogni elemento della seconds forma ad uno della prima.

Ad illuminare il concetto consideriamo i seguenti

esempi

:

1 Se la retta u (concepita come un filo di elasti-

city variabile) si muove nello spazio assumendo una nuova

posizione u , le u, u' risul-

tano fra loro rifente
,
ad

il ogni punto di u venendo

a corrispondere la posizione



69

assunta da li
^ e viceversa. In particolare cio accade se

il movimento considerate e quello della retta rigida (mo-

Timento della Geometria elementare).

2.

® Si abbiano due rette w, e su ciascuna venga

fissato un punto e un sense positive, in guisa che venga

stabilito un sistema diascisse* (suppesta data Tunita di

misura). Se poniamo y= dove 0, le it, it n-

sultano I’lferite fra loro, cor- qi

rispondendo ad ogni punto x i y I

il punto y, e viceversa ad u o

ogni punto y il punto oc = \ x A

c'i^—a
’ invece poniamo y = (xf si ha tra u ed u' una

corrispondenza univoca, ma non biunivoca, perche in gene-

rale ad ogni punto i/necorrispondono due d]versi:y=±'\''a?,

se a? e positivo, e nessuno se x e negative . Se poniamo

y = SI ha tra u ed u' una corrispondenza biunivoca,

3 _
perche x = \/y ha sempre un valore reale.

3.

° Se immaginiamo che sulle rette u, u' si muo-

vano in un senso costante contemporaneamente due punti,

possiamo associare i punti di esse che segnano posizioni

del rispettivi niobili occupate nel medesimo istante. Si

avrii cosl uiia corrispondenza biunivoca fra le due rette,

se si suppone che i due punti mobili descrivano intiera-

mente ciascuno la relativa retta, in un medesimo inter-

lallo di tempo.

Noi possiamo pensare una corrispondenza biunivoca

posta fra due forme (sieno esse di 1.®’ specie o anche di

2.®' 0 3.® specie) prescindendo dall’ operazione (di natura

geometrica, analitica, fisica ecc.) che fa passare da ogni

punto deir una ad un punto (suo corrispondente od omo-

logo) deir altra e viceversa. Una cosiffatta corrispondenza

pu6 anche pensarsi in due modi: come corrispondenza

univoca tra u, u' e come corrispondenza univoca tra u' ed u
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[invet'sCL della pnma); se nel primo case si designa con n,

nel secondo caso si designer^, con

Se sono date ti’e forme m, u', u'\ e tra la pmma e

la seconda, e cosi tra la seconda e la terza, ^ data una

corrispondenza biunivoca, si ottiene sempre una corri-

spondenza biunivoca tra u, u”, in cm si cornspondono

gli elementi omologhi ad uno stesso di it' (le operaziom

che fan passare da u ad u" si otterrebbero eseguendo

successivainente quelle che fan passare da u ad u e da

u ad u"). La corrispondenza ottenuta fra u, u!', si dice

prodolto delle due tra ti, u' e m', u", e se queste vengono

designate rispettivameute con it, t essa si designa con

la sua inversa (tra u",u) e

1.® Esempio*. — Se le Tt, t sono due corrispondenze

generate rispettivamente da due movimenti sovrapponenti

u ad u' e u' ad it', la x a: e la corrispondenza generata dal

movimento, composto dei due primi, che sovrappone u ad u".

2° Esempio. — Se le m, u', u" sono rette, e le tt, x sono

due prospettivith, la 1 e il riferimento tra it, it" ottenuto

eseguendo anzitutto la prima proiezione di it su it' e poi

quella di u' su u" (confronta § precedente).

In tutte le cose dette non e affatto escluso che u, it

od u, It" ecc. sieno forme sovrapposte, cioe costituiscano

una stessa forma (per es ,
si pensi al movimento d’una

retta su se stessa, ecc....).

Ma flnchb alia definizione generale di corrispondenza

biunivoca tra due forme non si aggiunge altra condizione,

non e possibile trovare alcuna proprietk delle corrispondenze.

La teoria generale delle corrispondenze, che e tanta

parte della moderna Geometria, da luogo a due ordini di

ricerche

:

a) Deflnita una corrispondenza mediante un parti-

colare sistema di operaziom, desumerne le proprietk.

Ad esempio, definita la corrispondenza biunivoca tra

due rette mediante il movimento * (della retta rigida) si
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ha ]a proprieta che i segmenti corrispondenti sono uguali.

Deflnito il riferimento di due rette mediante proiezioni e

sezioni, si ha la proprietk che ad ogni grnppo armonico

deU’una comsponde un gruppo armonico neiraltra.

b) Ammesse alcune proprieta di una corrispondenza

biunivoca fra due forme, desumere quali propriety doTra

avere di conseguenza la corrispondenza posta, e stabilire

un sistema di operazioni che permettano di costruirla

In uno studio approfondito delle corrispondenze non

Cl si puo limitare al primo ordine di ricei’che, ma occorre

completarlo col proporsi il problema inverso b), che per-

mette di distinguere quali proprieta della corrispondenza

sono caratteristiche.

Se Cl riferiamo agli esempi innanzi citati, diamo luogo

cosi alle seguenti questioni:

Se fra due rette intercede una corrispondenza biu-

nivoca, tale che ad ogni segmento dell* una corrisponda

un segmento uguale si puo sovrapporre Tuna retta

air altra col movimento (della retta rigida), in guisa che

1 punti corrispondenti vengano a comcidere?

E facile persuaders! che la risposta alia precedente

questione e affermativa. Cio mostra che la proprieta di

conservai’e la lunghezza dei segmenti e la proprieta carat-

teristica della corrispondenza tra due retie, generata dal

movimento

In modo analogo (rispetto al 2? esempio citato) sorge

la questione.

Se fra due rette (o piu in generale fra due forme di

prima specie) intercede una corrispondenza biunivoca in cui

ad ogni gruppo armonico dell’ una corrisponda un gruppo

armonico dell’ altra, si potrk considerare la corrispondenza

come un riferimento mediante proiezioni e sezioni?

Tale questione, che si presenta naturalmente nel-

r ordine di idee accennato innanzi, e fondamentale per la

Geometria proiettiva.
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Ma, a quanto pare, la sua nsoluzione affermativa non

puo dedursi dai postulati I, II, III, IV, V, innanzi introdotti.

Occorrera dunque involgerci nuovamente all’ intuizione,

e, senza uscii’e dalla considei-azione di propriety grafiche,

perverremo pin tardi alia risposta desiderata.

Ma, prima di far questo, noteremo un semplice case

di corrispondenze biunivoche tra forme di 1.®- specie, per

le quali i gruppi armonici sono conservati. Tali corrispon-

denze verranno definite indipendentemente dal riferimento

mediante proiezioni e sezioni, e daranno luogo a qualche

applicazione

§ 17. * Proprieta metriclie del gruppi armonici. —
Anche indipendentemente dal riferimento di due forme di

l.®^ specie mediante proiezioni e sezioni, possiamo acqui-

stare la nozione di corrispondenze biunivoclie tra forme

di 1.^ specie, che conservano i gruppi armonici. Ne da

esempio la corrispondenza biuniyoca tra due forme di

1.®’ specie omonime, che nasce sovrapponendo con un mo-

Timento Tuna forma all’altra, nel senso della geometria

elementare.

Invero si muova, p. es., la retta u su cui e il gruppo

armonico ABCB, portando la u in una nuova posizione u,

ed A BCD in A' IfCD'. Tale moto nasce da un movimento

dello spazio nel quale un quadrangolo LMNK costruttore

del gruppo armonico ABCD viene portato in un quadran-

golo L' M' N' K' (nello stesso piano o in un altro), di cui

due lati passeranno per A', due per i?', uno per C, uno
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per D'

\

onde il gruppo A' B' O' D' (uguale ad ABCJD)
risultera pure arnionico.

(Pill in generale anche se si muovoiio due forme di

1.^ specie prospettive (omonime o no), la corrispondenza

biunivoca, che nasce tra le due forme nella nuova posi-

zione, conserva sempre i gruppi armonici).

Cio posto, e facile dimostrare le seguenti proprieta

metriche.

1° Teorema. — Sop'a una retta ('propria) il coniu-

gato armomco del punto all' mfiinito nspetto a due punti

(propri) A, B, d il punto medio 0 del loro segmento finito.

Si muova la retta sovrapponendola a se stessa col

portare A in 5 e 5 in A. Il puntb all’ mfinito non muta.

qumdi neppure il suo coniugato
1

j ;

armonico; ma questo (che ap- A 0 B
partiene al segmento A S) deve essere scambiato col sim-

metrico nspetto al punto medio 0 di A jB
,

percio esso

coincide con 0. c. d. d.

2° Teorema. — In un fascio proprio di raggi (o di

piani) le hisettrici (o rispettivamente i piani hisetton

)

degli angoli di due rette a, b (b due piani a, Pj sepa-

rano armonicamente le due rette (o rispettivamente i

due pianij.

Sia c una di queste bisettrici (fra loro ortogonali).

Si muova il piano sovrapponendolo a se stesso con una

rotazione attorno a c; allora

i raggi a, b vengono scam-

biati mentre c non muta,

quindi non muta il suo co-

niugato armomco d rispetto

ad a. 5; ma d deve essere

scambiato colla retta del

fascio simmetrica rispetto

ad a, &, quindi d e ortogonale a c, e percio esso biseca

T altro angolo delle due rette cui c e esterno, c. d. d.
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3.® Teorema. — Se ABCD t* wi griippo annomco

cli 4 punti propri cl’una retta u, i punti C, D dividono

inte'mcv>n0nte ed estevnoinente il segmento finito AB nello

stesso rapporto, e viceversa. (Lo stesso dicasi di C, Z)

rispetto ad A, B).

Si proiettino A, B, C, B da un punto U (del cei-chio di

diametro CD), da cui si veda il segmento CD sotto angolo

retto; allora la condizione

di amonicita del gruppo

U{ABCD) e die le rette

TJC, UD bisechino gli aii-

goh delle UA, UB (pel

C A J) B 2° teoi-ema) Ma per una

nota propneta di geometria

elementare, questa condizione equivale aU’altra die sia

A^_
BD~ BU~

AC
BC (denotando cosi i rapporti dei segment)

flniti come in geometria elementare).

Ci6 prova il teorema.

OssERVAzioNE. — Come caso limite (portando nil punto

air inflnito) si ha da questo il 2.^ teorema.

4.® Teorema. — Se & hc 6. (o 5) d un gruppo

armonico di 4 raggi (o pmnij d’lm fascio (propno) si ha:

sen ac sen ad sen ar sen ao5— = „ 0 risp. 1 = — e viceversa.
sen be sen od sen py sen

Ci6 segue dal fatto che i segmenti flniti intercetti

sopra una secante dalle coppie di raggi o piani del fascio,

sono proporzionali ai seni dei loro angoli, e che la sezione

d’ una retta con un gruppo armonico di raggi o di piani

e un gruppo armonico di punti.

Esercizio. — Qual’^ il coniugato armonico del raggio

all’ infinite d’un piano rispetto a due rette (proprie) paral-

lels di questo piano?



CAPITOLO IV

II postulate della coutiunitk e le sue applicazion]\

§ IS. Postulate della coutluuit^. — Nel § 16 ci siamo

imbattuti in una questione, che, a quanto sembra, non puo

essere risoluta fondandosi soltanto sui postulati introdotti.

E quindi naturale di ricorrere nuovamente all’ intuizione

e desumerne nuovi dati per risolvere tale questione. ossia

e naturale di introdurre qnalcbe nuovo postulato. Ci6 e

giustificato non soltanto dal punto di vista logico nel modo
di concepire la Geonietria che abbiamo sviluppato nel-

r introduzione.

Ma la questione posta nel § 16 appare cosi lontana

da quelle che possono formare oggetto d’una soluzione

mtuitiva, che essa non ci darebbe nessuna guida nella

ricerca del nuovo postulato.

Conviene perci6 tornare all’ esame dei postulati mtro-

dotti, e vedere come sotto altri punti di vista appare che

in essi manca qualche elemento essenziale della nostra

intuizione spaziale.

Enunciamo qui alcune osservazioni intuitive*

1.® Se in un segmento di retta due punti si muo-

vono desenvendo il segmento in senso opposto, essi si

incontrano in un punto. (Se due punti mobili descrivono
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una retta in sense opposto, essi s’ incontrano in due punti

cbe separano le posizioni assunte in ogni istante dai nomi-

nati punti mobili).

2.

“ Se m un segmento di retta due punti /I. jB si

muovono nello stesso sense, ed il punto A in un dale

istante precede e in un altro istante lo segue (in un

ordine del segmento), vi e un istante intermedio in cui

i due punti s’ incontrano.

Analogaraente si dica per le altre forme di 1.®' specie.

3.

® Nel piano si possono concepire curve oMuse C
che lo dividano in due regioni

di punti intrmi ed esterni, in

mode che se A, 5 sono due

punti del piano, I’uno interno

e ]’ altro esterno, ciascuno dei

due segmenti A B della retta

congiungente i due punti abbia

sempre un punto (almeno) co-

mune colla curva C.

(Quest’ ultima osservazione contiene la nozione non

bene deterininata di linea chiusa, ma, p. es., applicata al

cerchio e di uso frequente nella Geometria elementare).

Queste ed altre propriety, intuitive analoghe si riat-

tiiccano al nostro concetto grossolano della continuita

dello spazio.

Certo pero che sarebbe difficile di precisare tulto

CIO che includiamo in questa nozione complessa; potremo

per6 domandare di desumerne qualche enunciate precise

(suscettibile di essere introdotto come postulate), dal quale

SI deducano le fondamentali proprietk intuitive che si

riattaccaiio nella nostra mente a quella nozione. E cio

potremo ottenere definendo ed ammettendo la continuita

della retta, e simultaneamente di tutte le forme di I.®' specie.

Ma prima giova osservare che nulla di relative alia

nozione della conlinuith e contenuto nei postulati prece-
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denti, tantoche se dello spazio consideriamo solamente i

punti propri le cui coordinate (in un sistema cartesiano)

sono razionali e vi uniamo i punti impropri delle rette

che hanno coseni di direzione razionali, facendo astrazione

dai rimanenti, possiamo dire che essi danno luogo ad una

forma per la quale valgono tutti i postulati gia introdotti^

ma non sussistono piu le proposizioni corrispondenti alle

propriety intuitive sopra menzionate.

In un segmento ordinato AB di' una forma di prima

specie, un elemento C determina due segmenti ordinati

AC, CB\ se si pensa di considerare 1’ elemento C come

appartenente ad un solo dei due segmenti AC, CB, si ha

una divisione in parti del segmento A B, la quale gode

delle seguenti proprieta:

1.

® Ogni elemento del segmento AB appartiene ad

una delle due parti.

2.

^ L’ elemento A appartiene ad una delle parti

(che diremo la prima) e V elemento B all* altra
;
V ele-

mento C puo appartenere indifferentemente air una o

air altra parte, secondo il fissato.

3.

° Ogni elemento della prima parte precede ogni

elemento della seconda.

Per generalita si potra considerare anche il case

che il punto C cada m JL o in B, attribuendolo rispetti-

vamente nei due casi alia prima o alia seconda parte, si

ha ancora una divisione in parti che soddisfa alle pro-

prieta enunciate, dove una delle parti ^ costituita dal-

I’estremo A o -B del segmento, e 1’ altra da tutti gli

elementi rimanenti di esso.

Ammetteremo ora il seguente postulate:

VI. Se un segmento ordinato AB di una forma di

1,^ specie d diviso in due parti in guisa che:

If ogni elemento del segmento AB appartenga ad

una delle due parti,

2f V estremo A appartenga alia prima parte e B
alia seconda,
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3.° un elemento qualunque della pnma parte pre-

ceda tin elemento della seconda.

esiste un elemento C del segmento AB (che pud appar-

tenere all’ una o all’ ultra partej tale che ogni elemento

di AB che precede C apparhene alia prima parte, ed ogni

elemento dt AB che consegue a C apparttene alia seconda

parte nella dimsione stadilita.

Se una delle due parti e costitinta dal solo elemento

A 0 B ,
r elemento (7 6 il detto estremo A o risp. B del

segmento.

OssERVAZioNE 1.®' — II postulato introdotlo si pu6

dire rispondente al prime dei fatti intuitivi sopra men-

zionati. Invero si possono considerare le due parti in cui

il segmento AB e diviso, come ordinate in sense opposto,

e stabilire che esse vengano descritte dal movimento di

due punti die si vengono incontro; il punto d'lncontro

verrehbe qui ad essere contato come apparteiiente ad

ambedue le parti, ma pub immaginarsi attribuito ad una

sola (e tolto dall’altra) e cio deve farsi per conservare

r ipotesi posta sulla data dmsione in parti.

OssERVAZioNE 2.® — Basta ammettere il postulato VI

ad es. per la retta, e si deduce quindi per le altre forme

di prima specie con una proiezione Basta pure ammettere

I’esistenza di un elemento C che gode la proprieta enun-

ciata, e si deduce che esso e uno solo.

11 postulato introdotto dicesi postulato della conti-

nuitd (di Dedekind) e comparisce in Geometria elementare

per la misura delle grandezze incommensurabili.

Nel seguito (salYO nell’ esame delle propriety metriehe

contrassegnate con asterisco) fonderemo tutti i teoremi

della Geometria proiettiva sui postulati I, II, III, IV, V, VI,

in cui non si distingue il nome dell’ elemento generatore

delle forme di 1.® specie considerate; per questi teoremi

varranno dunque le leggi di dualitk nello spazio e nelle

forme di 2.® specie (Cfr. Cap. 2.®).
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§ 19. Corrispondenze ordinate* — Dovremo ora esa-

minare come dal postulate VI seguano logicamente i fatti

intuitivi sopra enunciati; ma per quanto concerne il terzo

fatto, non potremo farlo se non limitatamente a date hnee
chiuse perfettamente definite ('); rimanderemo cio al seguito

dopo aver parlato delle coniche.

Intanto osserviamo che il contemporaneo nmoversi di

due punti sopra una retta, rispettivamente in due segments
SI puo concepire come una corrispondenza biunivoca fra

1 punti dei due segment!, corrispondenza che ha il carat-

tere di far corrispondere ai punti di un ordine naturale

di un segmento, i punti d’un ordine naturale nelPaltro.

La stessa cosa vale per le altre forme di 1.^ specie,

e vale anche se si fan muovere gli elementi in modo che
ciascuno descriva tutta la forma a cui appartiene anziche

un segmento.

Diremo che tra due forme di 1.^ specie (o tra due
segmenti di esse) esiste una corrispondenza hiumvoca ordt-

naia quando ad elementi conseguentisi dell’ una corrispon-

dono elementi susseguentisi nell’altra, e quindi ad un
ordine naturale, un ordine naturale. Allora ad un senso

di una forma corrisponde un senso nelL ultra, poiche ad

un ordine naturale della prima forma dedotto dal primo
con una permutazione circolare, corrisponde neiraltra

un ordine naturale dedotto con una permutazione circolare

dal primitivo.

Si aggiunga che (come e facile vedere). Se tra due
forme di 1.^ specie intercede una corrispondenza biuni-

voca ordinata, sempre a due coppie che si separano cor-

rispondono due coppie che si separano, e viceversa.

(') Si potrebbe anche porre rigorosamente il concetto di hnea chiusa

e qumdi dare la dimostrazione di quel fatto per tutte le linee chiuse,

ma CIO esigerebbe uno sviluppo assai lungo e minuto, ne avrebbe qui un
mieresse in ordine ai nostn scopi.
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Una coiTispondenza biunivoca ordinata tra due forme

di prima specie so'vrapposte, si dirii concoTds o discords.

secondoche essa fa corrispondere un senso della forma

a se stesso o all’ altro senso.

In una corrispondenza tra forme di 1.*^ specie sovrap-

poste dicesi umto un elemento che coincide col corrispon-

dente.

Un elemento unito per una corrispondenza, h unito

anche per 1’ inversa (e viceversa).

Dope ci6 1 fatti intuitivi l.° e 2.° menzionati nel §

precedente vengono espressi dal

Teobema. — Se in una forma di 1 ^ specie d data

una corrispondenza hiumvoca ordinata, in cui ad un

segmento AB della forma corrisponda un segmento A'B'

contenuto nel l.° (o ancl^la corrispondenza d data sol-

tanto tra il segmento AB ed MB^esiste un elemc^o

unito M appartenente al segmento A'B' (e quindi ad .\B^

tale che nel segmento ordinato AB non esiste alcun ele-

mento unito della corrispondenza precedente ad M.

Trattandosi qui di segmenti contenuti nel date AB li

desigiieremo deiiotandone soltanto gli estremi. Escluderemo

che r elemento A coincida eon A' (cioe sia unito) perche

m tal caso il teorema h senz’ altro Terificato.

Distinguiamo due casi;

1.® La corrispondenza data sia concorde, cioe il

segmento A'B' abbia lo stesso senso di AB, ossia A' pre-

ceda B nel segmento ordinato AB.

Consideriamo la seguente partizione del segmento

ordinato AB:
«) Un elemento (indicate con H) si dira appar-

tenente alia prima parte se esso ed ogni elemento che lo

precede (in AB) precede il corrispondente. Almeiio 1’ ele-

mento A appartiene alia 1.®’ parte.

P) Un elemento (indicate con K) si dirk appar-

tenente alia seconda parte se esiste nel segmento AK un
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elemento (che pu6 anche essei’e K stesso), il quale non

pi’ecede il comspondente (cioe consegue ad esso o e unito).

Almeno B e tale

Allora ogni elemento di AB, o e un elemento H della

prima parte, o e un elemento K della seconda; A appar-

tiene alia 1.^ parte, B alia 2.^; ogni elemento H precede

in AB ogni elemento K. Si deduce (pel postulate VI) che

esiste un elemento M di AB tale che ogni elemento pre-

cedente ad il/ 6 un elemento H, ed ogni elemento con-

seguente ad M e un elemento K.

Sia M' r omologo di M (il quale il/' cade in A'B) e

supponiamo che esso preceda M. Allora preso un ele-

mento H interno al segmento MM', poiche IT precede il/,

e la corrispondenza e Concorde, 1’ omologo H' di H pre-

cede r omologo M' di M e quindi precede H, cio che e

assurdo per il modo con cui ilf e stato determinate

Similmente si gmnge all’ assurdo supponendo che il/' con-

segua ad il/, infatti allora ogm elemento del segmento MM'
(!’ elemento M' forse escluso) precede 1’ omologo. e poiche

ci6 avviene anche j j

i

j

1 i

—^—

\

per ogni ele- ^ ^ ^ ^
mento di AM, si dedurrebbe che ogni elemento interno

ad MM' e un elemento di H, cio che e assurdo. Si con-

clude che M' coincide con ilf. Dunque il/ e unico, e, per

il modo con cui esso e stato determinate, ogni elemento

precedente ad esso precede il corrispondente
, e pero non

6 unito. Risulta anche dal fatto che M e unito, che esso

appartiene ad A'B! oltreche ad AB.

Cosi in questo caso 6 dimostrato il teorema.

Si puo anche osservare che A' non coincidendo con A
non e punto unito, e per6 M non coincide con B\ se dunque

A', jB' sono interni ad AB, M risulta interno ad A'B.
2.° La corrispondenza sia discorde, cioe il segmento

A'B abbia senso opposto ad AB, ossia B preceda A' nel

segmento ordinato AB.
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Traducianio m hnguaggzo ngoroso, invertendola ,
la

considerazione intuitira contenuta iiell’ osservazione 1.^

del precedente paragrai'o.

Si ossem la seguente partizione del segmento ordi-

nate A B.

a) Un elemento ( mdicato con E) si dira appar-

lenente alia prima parte se precede I’omologo H' (in A'B').

Almeno A e un elemento E.

Un elemento (indicate con K) si dir^ un

elemento della 2.®' parte se non precede F omologo (e

quindi consegue ad esso o h unite)

Almeno jB e un elemento K.

Allora, poiclie la corrispondenza e discorde, ogni

elemento E precede ogni elemento A'; infatti se E^ e

un elemento qualsiasi precedente ad AT, il suo omologo

E'

^

consegue ad E' e a fortiori (ad E e) ad E
^ ; onde E^

non pud mai essere un elemento K
Ogni elemento di AE e un elemento if o un ele-

mento A; A e un elemento if e J5 un elemento K.

Si deduce pel postulate VI che: esiste un elemento

M di ATB tale che ogni elemento precedente ad If e un

elemento E della pnma parte , ed ogni elemento conse-

guente ad If e un elemento A della seconda. Ad M non

precedono element! uniti.

Dico che M e unito, onde segue il teorema.

Aiizitutto si osservi che ogni elemento E ( di
)

precedente ad M ha 1’ omologo E' nel segmento MB.
Infatti se ifj e un elemento intermedio ad if, M (m AB).

ed E\ e 1’ omologo di E^ , dere E' seguire A/ e quindi

Aj , onde A' consegue a tutti gli element! che precedono M
Analogamente si prova che ogni elemento A che consegue

ad M (m AB) ha 1’ omologo K' nel segmento AM.
Ora sia M' 1’ omologo di M e suppongasi precedente

-]
j j j j ]- ad M. Allora JLT h distinto da

A B' M' M A' B A & quindi A' da M'; il seg-
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mento A'M' avendo V estremo 31' inierno ad A3I ha con

esso infiniti elementi interni comuni; uno di questi H'

(precedente ad 31) e 1* omologo di un elemento H di A3I\

cio che e assurdo.

Parimente si prova 1’ assurdita die 31' segua 31

,

Risulta cosi dimostrato il teorema Si noti die 31 sara

intern 0 al segmento A'E.

Introdotto il linguaggio del movimento (§ 16), potremo

ancora enunciare il precedente teorema, dicendo che « Se

SI ha una corrispondenza biuniYOca sopra una forma di

1 specie, tale che mentre un elemento si muove e descrive

un segmento
,

1’ altro si muove descrivendo un segmento

interno, c’ e un primo elemento unito ecc. ».

OssERYAzioNE. — Nel secondo caso considerato nella

dimostrazione precedente, cioe quando si tratti di una

corrispondenza discorde
,

si ha che V elemento unito 31

interno al segmento AB e unico, giacche ogni elemento

H che precede 31 in AB precede T omologo (il quale cade

in B31), e similmente ogni elemento K che segua 31 in

AB^ segue il suo omologo (che cade in A' 31').

Nella corrispondenza discorde considerata il segmento

A' BAB' (complementare di quello A'

B

nel dato AB)
ha come corrispondente il segmento AB complementare

di quello dato ed interno ad esso; in questo segmento AB
(per il teorema stabilito) ^i e un elemento unito della

corrispondenza (interno ad esso).

La corrispondenza discorde considerata ha dunque due

elementi uniti ikf, N che separano A, B ed A', B\ e sepa-

rano anche A, A' e B^ B.
Ora sia data un’ arbitraria corrispondenza discorde in

cui A sia un elemento non unito, avente come omologo un

elemento A', (esiste sempre un tale elemento non unito

perche la corrispondenza (detta identica) in cui ogni ele-

mento corrisponde a se stesso e concorde). Ad A' corri-

-|—;

1

j- sponde un elemento A" che

^ ^ cadrh in uno dei due segment!
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complementari , A A', o forse in ambedue se A" concid&

con A A1 segmento ordinato A A!'A!, (o ad uno dei due

segnaenti A A' se A" coincide con A) corrisponde nella

data corrispondenza uno dei due segmenti ordinati A'A'

e precisamente (poiche la corrispondenza e discorde) quel

segmento A'A" contenuto nel date AA

,

il quale ha il

senso opposto ad esso
;
siamo dunque nel caso di applicare

il teorema stabilito e (tenendo conto delle considerazioiu

svolte gik innanzi) si conclude il

CoROLLAEio. — Lata in una forma di If' specie una

con'ispondenza ordinata discorde, si hanno due elementi

until ohe separano ogni coppia di elementi omologhi.

Cili si pud enunciare dicendo:

« Se in una forma di 1.®' specie vi e una corrispon-

denza biunivoca, tale che, mentre un elemento si muo\e

e descrive la forma, il corrispondente si muoi'e e la

descrive in senso opposto, vi sono due elementi uniti ecc. »,

(vale a dire ci6 racchiude la conseguenza del l.“ fatto

intuitive (§ 18) che abbiamo notato fra parentesi)

In tal caso se M, N sono i due elementi uiiiti, ad

uno dei due segmenti ordinati MN corrisponde 1’ altro

segmento ordinato MN die ha senso opposto. Se invece

in una corrispondenza ordinata vi sono due elementi unili

MN e ad un segmento ordinato M N corrisponde il

medesimo segmento MN (che ha lo stesso senso) la cor-

rispoudenza e Concorde ;
allora due elementi omologhi non

sepal ano gli elementi uniti.

Si ha quindi:

In una forma di If specie una corrispondenza

ordinata avente due elementi umti d concorde o discorde

secondocM ad un segmento avente per estremi gh ele-

menti until, corrisponde sd stesso o tl coniplementare

,

cioi secondocM due elementi omologhi distinti separano

0 no gli elementi uniti.
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§ 20. Coppia die ne separa armonicamente altre due. —
Sopra una retta u siano dati due punti A e B. Si condu-

cano per A e per B le rette

AL, BL, aventi il punto

comune L, e si conduca la

retta MA determinata da

un punto M della LB (di-

verse da L, B) e da A. Ci6
'

. V 7} ^ AT)’ f' B
posto, il coniugato armonico
€' di un punto C della retta u rispetto ad AB si determina

proiettando C isi, M sm AL nel punto K, proiettando quindi

da .B su A ilf m iV, e flnalmente proiettando iV da L su m

in C. La corrispondenza biunivoca tra C, C sulla u si

costruisce dunque con un numero finite di proiezioni e

sezioni e per6 e ordinata (pel postulate V). Le nominate co-

struzioni fanno corrispondere ad A, B se stessi
; essi sono

percib elementi uniti nella corrispondenza. Se C, C sono

due punti omologhi non uniti, mentre un punto si muove

su u descrivendo il segmento ordinato CAC, il corri-

spondente descrive li segmento ordinato C'A C die e lo

stesso ordinato in sense opposto; perci6 ogni punto D
interno al detto segmento ha il suo corrispondente D'

interne ad esso; analogamente si dica se D e invece interno

al segmento CBC'\ in ogni caso duiique CC, DB' non

si separano.

Pill in generale per ogni forma di 1.®' specie sussiste

1’ enunciate: « Se due coppie di elementi di una forma

di 1.®' specie si separano, non esiste una coppia che le

separi armonicamente entrambe *.

Riferendoci ancora ad una retta u, si considerino su di

essa due coppie di punti AB, CD che non si sepanno. Esisterk

una coppia di punti che le separi armonicamente entrambe?

Si consideri sulla u la

corrispondenza che nasce tra

i punti X, X' che sono coniu-
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gati armomci di uiio slesso Y nspetto alle coppie AB^

CD. Essa e il prodotto di due i-iferimenti di u a se stessa

mediante proiezioni e sezioni, quindi si passa da X a X
nella u con un iiuinero flnito di pi’oiezioni e sezioni, vale

a dire eseguendo prima le proiezioni e sezioni necessarie

per costruire Y date X, e poi quelle necessarie per co-

struire A'' date X, la corrispondenza tra X e X' e dunque

ordinal a.

Ora SI consideri il segmento ACDB (o ADCB)
della retta u. Un punto X di esso liajrispetto ad un

coniugato armonico Y nel segmento AB complementare

.

ed il coniugato armonico X' di Y rispetto a CD cade

nel segmento CD interno ad ACDB
Mentre un punto X si muove descnvendo il seg-

mento ACDB, il corrispondente si muove entro questo

segmento, dunque (pel § 19) esiste almeno un punto X
del segmento ACDB che coincide col corrispondente X'.

Questo punto ha il medesimo coniugato ai'mcnico, rispetto

alle coppie AB, CD e formsce quindi una coppia che le

separa armonicamente entramhe.

Ci6 dimostra 1’ esistenza di una coppia siffatta.

Il ragionamento si ripete ugualmente per le altre

forme di 1.^ specie

Risulterk dimostrato piu tardi che la coppia che

separa armonicamente AB, CD & unica. Intaiito, enun-

ciando i risultati ottenuti si ha il.

Teorema. — In una fovma di 1.^ specie non esiste

alouna coppia di elementi che separi armonicamente due

coppie che si separano fra loro ; esiste invece una coppia

(almeno) che separa armonicamente due coppie le quah

non SI separano.

CoROLLARio. — La corrispondenza che intercede fra

due forme di prima specie, riferite in modo che ad ogni

gruppo armonico dell' una corrisponda un gruppo armo-

nico delV altra, d ordinata.



87

Consideriamo il caso di due i3unteggiate ed xC

Basta stabilise che a due coppie di elementi AB^ CD
della u che si separaiio, corrispondono due coppie di ele-

menti A' B\ on della u' die si separano.

Ora la dimostrazione si fa per assurdo. Se le A' B'

,

OJy non SI separano, esiste almeno una coppia di de-

menti M' della u', separante armonicamente ambedue

le nominate coppie A' B\ C' A questa coiTisponde in ii'

una coppia di elementi j\J

N

die (per la deflnizione della

corrispondenza) deve separare armonicamente le coppie AB,
CD perdie ai gruppi armonici {A'BABN'), {CJD'M'N')

di 2 ^', debbono corrispondere su u rispettivamente i gruppi

armonici [ABMN) ^
[CDAIN)\ ma questa conclusione

e assurda perche, le coppie AB, CD separandosi, non

esiste una coppia che le separi armonicamente entrambe



CAPITOLO V

II teorema foiidamentale della proiettivita.

§ 21. Riprendiamo, riassumendoli, i concetti posti nel

§ IG. — Abbiamo ivi dato il concetto di corrispondenza

biunivoca tra due forme ti, vl (della stessa specie) e il

concetto di prodotto; abbiamo pur detto che una corri-

spondenza biunivoca tra u si puo considerare in due

modi . come un' operazione che fa passare da ad u\ o

come r operazione inversa della prima , che fa passare

da u' ad u\ questa considerazione h specialmente essen-

ziale se le it, li sono sovrapposte.

Date n forme (della stesssa specie) ed

n — 1 coiTispondenze biunivoche tti tVj ... TVn^i rispetti-

vamente tra u^; zi^, zi^; ....; Un, il prodotto

CO "TTn-i .... 7^2 6 la comspondcnza biunivoca composta

che risulta tra zt^ ed tin-

Per definizione e dunque.

7^ 7r2 = TC3 (tC2 TCj)

TTj 7C2 TCj ~ 7Uj ( ^ j ( 7U2 TCj ) ) eCC.

I prodotti di corrispondenze biunivoche non soddi-

sfano in generale alia conimzitativa dei prodotti

ordmari, cioe non si ha in generale Tig tci = tcj TCg. Basta
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considerare come esempio * le corrispondenze generate in

un piano da una traslazione e da una rotazione attorno ad

un punto (v. figura). Due

condspondenze biunivoche

Ttj, TCj SI dM'sxmo permutn-

bih se per esse e

(ci6 che non accade in gene-

rale). Invece vale sempre

pei prodotti di corrispon-

denze biunivoche ix* Ttj la legge associativa dei pro-

dotti ordinal’!, cioe si ha 7t,i ttj tc, = iin (% txj) txj

ecc.; ci5 e insito alia natnra del concetto di prodotto.

La corrispondenza tx'a due forme sovrapposte, in cui

ad ogni elemento corrisponde se stesso, dicesi idmtica e

si designa con 1.

Se tra due foime u, u' e posla una corrispondenza

biunivoca 71 , denotando con ix-i 1’ inversa tra m' ed « . si

ha (per deflnizione) che 7x*i tx 6 la corrispondenza identica

in u. cioe •

IX’^ 71 = 1.

Nel § 15 abbiamo anche considerato particolari cor-

rispondenze biunivoche tra forme della stessa specie;

abbiamo deflnito come prospettive due forme (della stessa

specie) che sono 1’ una proiezione dell’ altra 0 ambedue

proiezioni 0 sezioni di una medesima (se sono omonime).

ed abbiamo detto riferite mediante proiezioni e sezioni

due forme (della stessa specie) riferite tra loro con una

corrispondenza biunivoca, che sia un prodotto (d’un numero

flnito) di prospettivith.

Mentre due forme prospettive ad una terza non sono

in generale prospettive fra loro, due forme riferite me-

diante proiezioni e sezioni ad una terza risultano ancora

riferite fra loro mediante proiezioni e sezioni, (perche il

prodotto di due prospettivita non 6 in generale una pro-
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spettivita, ma il pi’odotto <li due prodotti di prospettivita

e un prodotto di prospettivita).

Rispetto alle iome di 1.’‘ specie, riferite mediante

proiezioni e sezioiii, avevamo il teorema:

Se due forme di 1/ specie sono inferite mediante

proiezioni e sezioni, ad ogm gruppo armonico dell’ una

corrisponde un gruppo armonico dell’ altra.

Questo esprime una proprieta delle corrispondenze

biunivoche, ottenute mediante un numero finite di proie-

zioni e sezioni. Ci siamo domaiidati se tale propriety, sia

caratteristica per siffatte corrispondenze, se cioe viceversa

« date due forme di 1.^ specie riferite in modo die ad

ogm gruppo ai’monico dell’ una cornsponda un gruppo

armonico dell’ altra, si possa passare da un elemento

dell’ una al corrispondente dell’ altra (cioe cosiruire la

corrispondenza) mediante proiezioni e sezioni ».

A questo problema si potrb, ora dare una risposta

affermativa in conseguenza dello studio delle corrispon-

denze biunivoche tra forme di 1.® specie, conservanti i

gruppi armonici, dopo che avremo imparato a carat-

terizzare tali corrispondenze e a darne le relative co-

struzioni.

Diremo

proiettive due forme di 1.^ specie riferite fra loro

in modo che ad ogni gruppo armonico dell’ una cornsponda

un gruppo armonico dell’ altra

;

proiettivitd la corrispondenza fra esse (corrispon-

denza biumvoca che conserva i gruppi armonici).

Due forme riferite mediante proiezioni e sezioni

saranno certo proiettive; ma non possiamo per ora asse-

rire la veritk inversa , ciod che ogni proiettivitii possa

costruirsi mediante proiezioni e sezioni.

Due forme di 1.®’ specie proiettive ad una terza sono

proiettive fra loro, cioe il prodotto di due proiettivitii e

una proiettivita.
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Vogliamo caratterizzare la proiettivita partenrlo dalla

propneta che la clefinisce. Allora la questioiie essenziale

eke occorre nsolvere e quella di vedere « quali coiidi-

zioni determinaiio una proiettivita tra due forme di prima

specie e come essa possa costruirsi ».

Essa Yiene risoluta dal seguente

:

Teorema fondamentale. — Esiste una pnnetiiviid

ira due forme di specie in cm a tre elementi del-

V una corrispondono tre elementi delV altra,

Questa proietiimtd e umca e si pud porre medtanie

un numero finito di proiezioni e sezioni.

La dimostrazione del teorema enunciate, che e fon-

damentale nella teoria della proiettivita, si fa seguendo

Tordine di concetti che viene qui indicate, e che sara

svolto pkrtitamente nei successivi §§ di questo capitolo

1)

. Date due forme di specie u, tC e fissate in esse

due terne di elementi ABC, A'B'C', si possono riferire

le ti, mediante proieziom e sezioni in guisa che ad

A, J5, C corrispondano ordinatamente A\ B\ C'.

Esiste dunque (almeno) una pi*oiettivi1a tra u, u' in

cui si corrispondono le terne fissate.

2)

. Se tra u, u' esistessero due proiettivita in cui ad

(7 corrispondano inspettivamente (7', si avrebbe

su u una proiettivitk non identica, avente tre elementi

uniti A, B, C.

3)

. Se in una forma di 1.^ specie si ha una proietti-

vita nella quale tre elementi sono uniti, anche tutti gli

elementi sono uniti (cioe la proiettivita e identica). Questo

terzo enunciate e la parte sostanziale del teorema sopra

enunciate; percio ad esso soltanto si attribuisce piii spe-

cialmente il nome di teorema fondamentale (di Staudt).

§ 22. — Per dimostrare la propriety 1) possiamo

sostituire alle date forme u, u delle forme ad esse pro-

spettive, perche forme di If’ specie riferite mediante
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proiezioni e sezioni ad uiia terza, risultano nferite tra loro

niediante proiezioni e seziom. Se dunque una di esse (o

ambedue) e un fascio di raggi o di piani, sostituiremo al

fascio una punteggiata sezione (prospettiva ad esso); se

poi si avranno due punteggiate v, v' incidenti o sovrap-

poste, potremo proiettare una di esse
,
per es. v , da un

asse (sghembo a ?;) sopra una retta sghemba a v', Pertanto

la dimostrazione deir enunciato 1, si riduce sempre a

quella del seguente:

Sieno date due reite sghembe aa' e su di esse rispet-

tivamente due terne di punti ABC. A B'C'; si pu6

passare da a ad a' mediante proiezioni e sezioni in guisa

che ad A, B, C corrispondano A\ B\ C\

alle Ire rette sghembe AA\
n’e wia per ogni punto di

Vediamo efFettivamen-

te che basta per cio ese-

guire una sola proiezione

di a sopra a' da un asse

conveniente b\ Invero e

sufflcienie a tal fine see-

gliere come asse b una

delle infinite rette diverse

da a, a', che sono incidenti

CO (di queste rette ^e

; CIV. § 8).

§ 23. La proposizione 2) e subito stabihta. — Sieno

invero tt, x due proiettivita intercedenti tra n, v! nelle quali

ai punti A, B, C di it corrispondano rispettivamente i punti

A, R. O di allora possiamo considerare su u la proiet-

tivita x-i 7u nella quale si

A B O

A B X

cornspondono elementi

(come X' X') che banno su

u’ lo stesso omologo {X')

in 7r,T.

Questa proiettivith ha come elementi uniti A, B, C e

non h identica se non h tz = x.
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§ 24. Pertanto siamo ridotti alia dimosti'azione della

proposizione fondamentale 3). — Tale dimostrazione si

compie stabilendo successivamente i seguenti punti salienti

:

a) Se m una forma di 1.^ specie si ha una proiet-

tivitii dotata di tre elementi uniti, ma non identica, esiste

un segmento della forma avente gli estremi M , N uniti,

entro cui non cadono altri elementi uniti.

b) Nell’ipotesi a) uno almeno dei tre elementi

uniti dati deve essere esterno al detto segmento MN, e

percio il suo coniugato armonico rispetto ad M, N deve

essere interne al detto segmento
;
questo elemento risulta

cosi unite centre I’ipotesi, I’lpotesi aj e dunque assurda,

cio che dimostra il teorema.

S'volgiamo successivamente nei suoi dettagli il ragio-

namento indicate.

§ 25. Nella forma di 1 specie tc sia stabilita una

proiettivita avente tre elementi uniti A, B, C.

Supponiamo che essa non sia identica, ossia che esista

111 u un elemento P non unite, avente quindi un corn-

spondente P' diverse da P. Dice che:

Vi e su ii uii segmente MN avente gli estremi uniti,

entre cui nen cadono elementi uniti della corrispondenza.

Se, per fissare le idee, supponiamo che P cada nel

segmento AB non contenente O', P' dovrh cadere nello

stesso segmento perche la coppia PC separando la, AB,
deve pur avvenire che si separino le coppie omologhe P'C,

AB (ossia deve avvenire che il segmento APB corri-

sponda a s^ stesso). Ancora per fissare le idee (indifiFerente

6 ammettere T ipotesi opposta) si supponga che P' con-

segua a P neU’ordine (ABC), cioe nel nostro segmento

ordinato A PB.
Riferiamoci ai segment! contenuti in APB, che pos-

siamo quindi indicare denotandone soltanto gli estremi.

Abbiamo che agli elementi del segmento PB corrispon-
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dono. nella data pi-oiettivitk
,

quelli del segmeuto P'

B

A N P C P' M B C interno ad osso (essendo

I I

I

I I I I il segmento APB cor-

rispondente a se stesso) ;
cioe meiitre P si muoTe descri-

vendo il segmento PB, il punt^ornspondente si muove

descinvendo, nello stesso senso, P'B. Dunque (§ 19) esiste in

P'B un pnmo elemento unito M (che pu6 anche coiiicidere

con B) tale che m PM non cadono altri elementi uniti.

In modo analogo, ragionando sulla proiettivita inversa

della data (che ha i medesimi elementi uniti), si deduce

r esistenza di un elemento unito N in PA (che pud anche

essere lo stesso A), tale che nel segmento PN non cadano

altri elementi uniti della proiettivita.

Si perviene cosl a stabilire 1’ esistenza d un segmento

MN (contenente PF e contenuto nel dato AB cui non

appartiene C), il quale ha per estremi due elementi uniti

ed e tale che entro ad esso non vi sono elementi uniti.

La conclusione ottenuta e assurda, come afiferma

r enunciate b).

Infatti SI consideri il coniugato armonico C di C

rispetto ad M, N Poiche G, O' separano M,N (§ 12-15)

,

C e tnterno al segmento MN considerate, e percid non

dovrebbe essere unito; invece al gruppo armonico [MNCC)

deve corrispondere nella nostra proiettivith (in cui M, N. C

sono uniti) un gruppo armonico {MNCC"), quindi C" quarto

armonico dopo MNC coincide con C (§ 12-15) ossia C'

(elemento interno ad MN) e unito.

Questo assurdo prova che non pud sussistere 1’ ipotesi

da cui siamo partiti, cioe non esiste nel dato segmento AB
un elemento P distinto dal corrispondente. Analogamente

si prova che sono uniti tutti gli elementi del segmento BC
non contenente A e quelli del segmento CA non conte-

nente B. Cosi resta stabilito che sono uniti tutti gli ele-

menti della forma u. Resta dunque stabilito il teorema

fondamentale enunciate nel § 21.
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OssERTAzioNE. — La dimostrazioiie e esseiizialmente

fondata sul teorema del § 19, ed e mediante questo che

compare Tapplicazione del postulate della continuita. E
opportune notare che interviene qui T applicazione di quel

teorema soltanto per il case delle corrispondenze concordi

(1.® case), poiclie, nella ipotesi della precedente dimostra-

zione, al segmento AB (non contenente C) corrisponde il

medesimo segmento ordinate AB (che ha lo stesso sense

di se stesso) e pero la proiettivita concorde.

(Il fatto che uiia corrispondenza ordinata a^ente due

elementi uniti, estremi di un segmento corrispondente a

36 stesso, e necessariamente concorde, e gia state notato

nel corollario del citato teorema, § 19).



CAPITOLO VI

Proiettivitk tra forme di 1.^ specie.

§ 26. Rette proiettiye sghembe. — Abbiamo dimo&truto

die. Esiste iina proiettivitk tra due forme di 1.^ specie,

in cui SI corrispondono due terne di elementi fissati in

esse », ed abbiamo visto pure la possibilitk di costruire

la cornspondenza proiettiva mediante proiezioni e sezioiii

(ci6 cho giustifica il nome di proiettivUd).

Nasce ora il problema di assegnare nel modo piii

semplice le effettive costruzioni della proiettivita detei -

minata tra due forme di specie it, u' da due terne

fissate ABC, A' B' C\ di elementi omologhi; proiettivita

che potra indicarsi con
(

AB C\
A'B' c'r

In questo esame ci limitiamo a considerare la proiet-

tivit^ tra forme di 1.^ specie omonime; date due forme

di 1.^ specie di nome diverse, si sostituira all’ una di esse

una sua proiezione o sezione, omonima all’ altra. Comin-

ciamo dall’ esaminare la proiettivitk tra due rette pun-

teggiate sghembe o tra due fasci di piani cogli assi sghembi;

quindi parleremo della proiettivita ti’a le forme di 1.^ specie

contenute in una di 2.^ specie, limitandoci a considerare

quelle contenute nel piano ; e si enunceranno per esercizio
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1 teoremi correLitiM (nello bpazio) della geometna della

Stella Nelle costriizioni, di cui andianio a trattare, par-

lando di due forme, intendiamo die esse sieiio distinte

salvo esplicito av^iso Eiiunciamo e cliniostriamo accanto

ad ogni teorema andie il correlativo. rispettivamenle, nello

spazio 0 nel piano, perclie importa che si acquisti fami-

liarita colie costruzioni indicate.

Sussistono 1 seguenti teoremi correlativi nello spazio:

Due pnnteggiate
sghembe proietlive , so7io

prospettive (seziom di uno

s/esso fascia di piam).

Sieno u, u' lo due pun-

teggiate; ed AEG, A'B'G'

due terne di punti omologhi

rispettivamente su it

Costruianio le tre rette

a= AA\b= BB\c^GG\
congiungenti le tre coppie di

punti omologhi
, che risul-

tano sghembe. Esistono infi-

nite rette u" incidenti ad

giacche per un puiito

di una di esse passa una

retta incidente alle altre due

(c alia prima) Considerando

un fascio di piani avente per

asse una tale retta i(!\ le due

punteggiate it. it risultano

rilerite prospettivameiite co-

me sezioni di questo fascio,

in modo che le coppie AA\
BB, CG\ si corrispondono

:

perci6 questa prospettivita e

la proiettivita determinata

Due fasci di picim pro-

lettim cogli assi sghembi,

sono prospeitiri (proiezioni

di una stessa pimteggiata).

Sieno u. It 1 due fasci

di piani ed due

terne di piani omologhi ri-

spettivainente di it, u\

Costruiamo le tre rette

a = aa', b — c — yy'.

mterseziom delle tre coppie

di piani omologhi, che risul-

tano sghembe. Esistono infi-

nite rette incidenti ad a, c.

giacche m un piano per una

di esse \i e una retta inci-

dente alle altre due (e alia

prima). Considerando una

puntegggiata avente per so-

stegno una tale retta i

due fasci u, it! risultano ri-

feriti prospettivameiite come

proiezione di questa punteg-

giata, in modo che le coppie

aa', pp', yy'si corrispondono;

percid questa prospettivita e

la proiettivith determinata
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ti*a u, M'dalla corrispondenza tra it' dalla coi’risj)ondenza

delle due terne ABC, A'B C

.

delle due terne o: p y, a ^ y

,

Cosl SI lia la costru- Cosi si ha la costru-

zione piu seinplice della pro- zione piii semphce della pro-

lettivitii tra due punteggiate lettivita tra due fasci di

sghembe. piani sghembi.

(Questa e la costruzione gia indicata iiel § 22).

OssEUVAZioNB 1
^ — Se le due rette sghembe punleg-

giate ii' sono riferite proiettivameiite (e quindi prospet-

tivamente), risultano riferiti proiettivamente (e quindi pro-

.spettivamente) anche i fasci di piani aventi per assi u, n',

ove SI considerino come omologhi i piani per tj, it' che

segano punti omologhi rispettn-amente su n% u. Sussiste

correlativamente la propriety iiiA'ersa.

Si hanno allora infinite rette d incidenti ad u, u', cia-

scuna delle quali congiunge due punti omologhi di

u, u', ed e sezione di due piani omologhi dei due fasci

0 ^ uD’, 8'= u'D. Quesle infinite rette due a due sghembe

generano una superficie rtgata correlativa di se stessa.

OssERTAzioNE 2 * — La costruzione della proiettivitii

tra due punteggiate sghembe non e piu applicabile se le

due punteggiate sono iiicidenti e non pub dirsi allora che

le due punteggiate risultino seziom di uno stesso fascio

di piani, poiche, secondo le deflnizioni del capitolo l.°,

dobbiamo coiisiderare come seziom di un fascio di piani

solo le punteggiate prospettke al fascio , non incidenti

air asse del fascio ;
una retta incidente all’ asse d’ un fascio

di piani incoiitra in uno stesso punto tutti i piani del

fascio e non ri.sulta nfenla prospettivamente al fascio

secondo la definizione del ^ 15.

Si vede anzi che se due punteggiate u
,
u' incidenti

sono prospettive come sezioni di uno stesso fascio di piani

(il cui asse s non deve essere incidente ad ii, u') esse

saraiino pure seziom di uno stesso fascio di raggi, cioe

del fascio (di centro us) sezione del piano ahziiu'.
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Viceversa due punteggiate (incidenti) prospettive e

•seziom di uno stesso fascio di I’aggi, sono sezioni di uno

stesso fascio di piani, proiezione del fascio di raggi.

Valgono le avvertenze correlative pei fasci di piani.

§ 27. Forme prospettive nel piano. — Secondo 1’ os-

servazione 2.*^ del precedents §, la questions di deciders

se due punteggiate incidenti (distinte) sieno prospettive,

si riconduce sempre alia questione di geonietria piana, di

ssaminare se esse sono sezioni di uno stesso fascio di

raggi (nel piano delle due rette).

Sussistono i seguenti teoremi correlativi nel piano;

Nel piano

la condizione necessaria e

sufficiente perehe due pun-

teggiate proiettive (distinte)

sieno prospettive d che il

punto comune alle due pun-

teggiate sia un punto unito.

In prime luogo. se le

punteggiate «. u' sono pro-

spettive (nel piano), e per6

sezioni di un fascio di raggi

di centro TJ (fuori di u, u'),

ogni punto A di u si pro-

la condizione necessaria e

sufficiente perchc due fasci

di raggi proiettivi (distinti)

sieno prospetlivi d che il

raggio comune ai due fasci

sia un raggio unito.

In prime luogo, se i due

fasci di raggi TJ, U' sono

prospettivi, e pero proiezioni

di una stessa punteggiata di

asse u (non appartenente ad

U U'), ogni raggio « di 27
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letta da JJ su ii nel suo

omologo A\ e quindi Tomo-

logo C' del puiito C ziu ii,

comuiiealle due punteggiate,

coincide con C {C~ C'). Cosi

e stabilita la pnma parte

del teorenia.

Per stabihre rmversa,

si osservi che, se le punteg-

giate ti' sono proiettive

ed il loro punto comune C
(considerate su it) coincide

coir omologo C' (su it'), cioe

C = C\ la proiettivita tra

it,u' SI pub riguardare come

determinata dalla corrispon-

denza delle due terne di

punti omologlii ABC ed

A'B C\

Ora le lette AA\BB'
determinano un punto Z7, e

le vengono inferite pro-

spettivamente come sezioni

del fascio di raggi di centro Z7,

in modo che ai punti -4, B, C
di u coimispondono rispet-

tivamente su w' i punti A', B,

C'^C, questa prospettivitk

non difFerisce dunque dalla

data proiettivita

vien segato con u in un punto^

la cui proiezione dal centro

U' del fascio U' e T omo-

logo a', e quindi Tomologo c'

del raggio c~UTJ', comune

ai due fasci coincide con

c (c = c'). Cosl e stabilita la

prima parte del teorema.

Per stabilire rmversa,

si osservi che, se i fasci di

raggi TJ TJ' sono proiettivi

ed il loro raggio comune c

(considerate in U) coincide

coir omologo c (in U'), cioe

c= c',LiproiettiYitktra U, 27'

si pub riguardare come de-

terminata dalla corrispon-

denza delle due terne di

raggi omologhi a&c ed a'&'c'.

Ora 1 punti aa\W deter-

minano una retta it, ed TJ, U'

vengono riferiti prospettiva-

mente come proiezioni della

punteggiata di sostegno u
,

in modo che ai raggi a, b. c

di TJ corrispondono rispet-

tivamente in 27' i raggi a',

b\ G ^ c \
questa prospetti-

tivitk non differisce dunque

abc\
olVcr

OssERVAzioNE. — I teoremi precedenti forniscono la

pill semplice costruzione della proiettivita tra due retie

0 due fasci di raggi di un piano, aventi r elemento comune

unito.
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Risulta dal precedente teorema, a simstra, che due

'punteggiaie inadenU proietlive u, u' non sono m gene-

rate prospeiiwe, perche si puo flssare che al puuto

C "Eu u', considerate come appartenente ad ii, debba cor-

nspondere su u' un punto C diverse da C, e resta ancora

la scelta arbitraria di due coppie di elementi omologhi

per determinare la proiettivitk tra u, u'.

Similmente non sono m generale prospettivi due fasci

di I’aggi proiettivi di un piano. Si pu6 anche vedere ana-

logamente che anche due fasci di raggi proiettivi appar-

tenenti a piani diversi non sono in generale prospettivi:

la condizione perche ci6 avvenga, oie il centre di un

fascio non appartenga al piano dell’altro, e che i due

fasci siano insieme proiezioni della stessa retta comune

ai loro piani e sezioni del fascio di piani avente per asse

la congiungente i loro centri; nno di questi fatti porta

di conseguenza I’altro.

g 28. Forme proiettive nel piano. — Sussistono i se

guenti teorenai correlativi nella geomelria piana:

Nel piano

proiettando due punteggiaie

proiettive distinte u, u', ri-

spettivamente da due punti

fuori di esse, appartenenti

alia retta che ne congiunge

due punti omologhi (amhe-

due diversi dal punto u u'j,

SI oitengono due fasci di

raggi prospettivi; esisle

quindi una retta (sezione

comune dei due fasci) pro-

spettiva alle u, u'.

segando due fasci di raggi

proiettivi distinti U,U', ri-

spettivamento con due rette

fuori di essi, passanti per

il punto d’ intersezione di

due raggi omologhi (am-

bedue diversi dal raggio co-

mune UU'j, si oitengono due

punteggiaie prospettive; esi-

ste quindi un fascio di raggi

(proiezione comune delledue

punteggiaie) prospettivo ad

U, U'.
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Sieiio AA’, £B', CC' ire

coppie di punti omologhi

nelle punteggiate u, u '
;
una

almeno di queste coppie, ad

esempio A A'

,

non coiitiene

il punto m', e quindi sulla

retta A A! (distinta da u, u')

possoiio scegliersi due punti

S, S' rispettivamente fuori

di If, u' Proiettando da S, &
rispettivamente si hanno

due fasci di raggi proiettivi

aveiiti come unito il raggio

SS' e pero prospettivi (§ 27);

la sezione comune dei due

fasci e la retta u"=B"C" de-

terminata dai punti SB- (S'B'

e SC • S' C, La u" risulta

prospettiva alle ff,M',e quindi

si costruisce 1’ omologo di

un punto JD su u (nella data

proiettivitii tra u, u') pro-

iettandolo da S su tt" in If’

Sieno a a' ,
I V

,
c c'

tre coppie di raggi omo-

loghi nei fasci di raggi C, U':

una almeno di queste coppie,

ad esempio a a', non con-

tiene il raggio UU', e quindi

pel punto a a' (distinto da

U, U') possono scegliersi due

rette 5
,
5', rispettivamente

non appartenenti ad U, U'.

Segando con s, s' rispettiva-

mente Z7, U', si hanno due

punteggiate proiettive aventi

come unito il punto ss' e

pero prospettive (§ 27): la

proiezione comune delle due

punteggiate e il fasci o di

raggi di centre U" = b" c",

determinate dai raggi con-

giungenti i punti sb • s' If e

sc-s'c'. Il fascio U" risulta

prospettivo ad 27, U, e quindi

si costruisce 1’ omologo di un
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e quindi proiettando D" da raggio c? di ^^fnelladata pi’o-

S su ?«', nel punto D'. tra U, V) segando cl

con s, pi’oiettando il punto

d s mediante il raggio d" da

U" su 5 ', e quindi proiet-

tando da V il punto (S’
s'

secondo il raggio d'.

La condizione pevche La condizione perclie U,

le u, u' sieno prospettive U' sieno prospettivi (§ 27)

(data nel § 27) si riduce al si riduce al fatto che il cen-

fatto che la u" pass! pel tro TJ" del fascio TJ"

.

appar-

punto m', ci6 che in gene- tenga al raggio V U'

,

cio

rale non avviene. che in generale non avviene.

OssERVAZioNE — Le cose dette perniettono la

costruzione piii generale della proiettivita tra forme di

1
^

specie nel piano.

Conviene nel caso a sini- Conviene nel caso a de-

stra di preiidere come punto stra di prendere S7= a' ed

S il punto A! e come punto S s' s a : il puto TJ" costruito

il punto A

.

la retta u" co- in tale ipotesi si dice centra

struita in tale ipotesi si dice di oolhneazione della pro-

asse di collineazione della lettivita tra 1 due fasci TJTJ'.

proiettivita tra u ed iC.

U asse di collineazione 11 centra di collinca-

d indipendente dalla coppia zione d indipendente dalla

di elemcnti corrispondenti coppia di elementi corrt-

A, A' che SI scelgono per spondenti a, a' che si scel-

costruirlo gono per costruirlo.

Infatti
, nferendoci al caso a sinistra ed escludendo

dapprima la prospettivith, la proposizione segue dall’osser-

vare che i punti in cui I’asse di collineazione sega u ed u'

sono 1 corrispondenti del punto comune alle due punteggiate,

e riescono quindi indipendenti dalla coppia AA' scelta.

Se poi le due rette u ed u' sono prospeltive, (sicclie

I’asse di collineazione sega u, u' nello stesso punto ad esse
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comune). si vede subito dalla flgura, che I’asse di collinea-

zione e il quarto ax’monico

,

nspetto ad u ed ?{' del raggio

l)roiettante C- im' dal centre

di prospettivitb., e percio esso

anclie in questo caso riesce

mdipendente dalla coppia A A'.

OssERVAZioNE 2.^^ — Abbia-

mo, nel caso a sinistra, infinite

rette come AA', BB', CC', ecc., congiungenti due punti

omologlii di ti, r insieme delle quail costituisce un

inrihippo. Se u, u' non sono prospettive. non avviene mai

che pill di due retie siffatte passino pei un punto, altri-

menti questo risulterebbe il centro di un fascio proiezione

comune di u

In modo correlative se V, V non sono prospettivi il

luogo dei punti comuni ai raggi corrispondenti, rinsieme

dei quali costituisce una hnea, non puo avere piu di due

punti comuni con una qualunque retta del piano.

§ 29.* Punteggiate simili e fasci di raggi iiguali —
Si abbiano in un piano due punteggiate proiettive proprio

u. v! Movendo una di esse, le due punteggiate rinian-

gono proiettive (poicli^, cfr § 17. ogni gruppo armonico si

coiiserva sempre tale nel inovimento) ; nia se «, u' sono

prospettive. esse non si conservano prospettive dope il

moi imento

Supposto ora die si abbiano due punteggiate proprie

proiettive . non prospettive, u, u', tali che ad un punto -I

di ii corrisponda m zi' un punto A\ moviamo u' in guisa

che assuma una posizione distinta da u, sovrapponendo A'

ad A
; dopo cio (§ 27) le u, u' divengono prospettive.

Analogamente si dica per due fasci propri U'

Dunque:
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In un piano, elite forme ch 1,^ specie proprie yroiet-

live possono, col movimento ch nna ch esse, porsi in

posizione 2)7^ospetliva,

Notando che nel niOMmento non vengono alterate le

relazioni metriclie fra i segmenti e gli angoli corrispon-

denti di due forme di 1.^ specie proiettive, applichiamo

r enunciato principle al caso di due punteggiate proiettive

(proprie) n, ii\ in cui si corrispondono i punti airmflmto.

Moviamo dunque ii portandola ad essere parallela ad u\

allora le ^^'divengono prospettive, sezioni parallele d’uno

stesso fascio di raggi
,
percio si vede che in esse il I'^ap-

p)orio di due segmenti fniti cormsp)ondenti e costante (nelia

flgura, dove 0~AA' e un punto proprio. si ha.

AB __ BO __ BC _ CO _ CD
^

A'B^~ BO ~ CrO ~ CD"

se 0 fosse impropno risul-

terebbe-d5=A'-S', ecc. ,),

Per la nomiiiata propriety

le u. u' SI dicono simih,

Viceversa, se due puu-

teggiate
(
proprie

)
sono

riferite in modo, che ad

ogni segmento finito del-

Tuna corrisponda un seg-

mento finito nell' altra, che stia col primo in un dato

rapporto, cioe se due punteggiate sono simili, i punti

airinfinito di esse si corrispondono e, portando Tuna

parallela all’ altra
,

le due punteggiate divengono pro-

spettive.

Si ha dunque il teorema:

Due punteggiate proiettive proprie, in cui si coi'id-

spondono i punti alVinfinito, sono simili; e vicevei'^sa

se due punteggiate sono siraili, esse sono proiettive coi

punti alV infimto corrispondenii.

/t'9

/i\ \

w
/ ! '

/ I I

/ I

lb

/A :d \
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Segue di qui che la similitudine fra due punteggiate

(proprie) riesce determinata da due coppie di punti omo-

loghi, date ad arbitrio

Due fasci impropri proiettivi di raggi (in piani propri)

si dicono simih, se sono simili le punteggiate proiettive

loro sezioni

Due fasci im'pvo'pri proiettivi d* un piano proprio

sono simili, se hanno il raggio alV infinito iinito, cioi se

sono prospettivii e viceversa.

Un caso particolare della similitudine fra due punteg-

giate (o due fasci impropri) e V uguaglianza o congriienza,

die si ha quando i segment! finiti (o le distanze fra le

coppie di rette parallele) corrispondenti sono uguali.

Riferendoci a due punteggiate coiigruenti, si pu6 sempre

muovere una delle due punteggiate, sovrapponendola al-

I’altra, in guisa che coiiicidano

tutti 1 punti corrispondenti

:

se infatti si muove T una di

esse li
,

portaiido due suoi

punti propri A\ B' sui corri-

spondenti A, B u. restera

determinata su it la proietti-

vita identica, perche A, B q il punto all’ infinito risulte-

ranno uniti. Il risultato analogo vale per i fasci impropri

uguali.

Due fasci propri di raggi diconsi uguali o congriienti

se sono nferiti in mode che ad un angolo dell’ uno corri-

sponda un angolo uguale dell’altro. Allora i raggi corri-

spondenti possono sovrapporsi col movimento (generatore

della congruenza) che sovrappone due angoli uguali corri-

spondenti dei due fasci; perci6 la congruenza fra due fasci

e una proiettivita.

Si ha il teorema:

Dati due fasci (propri) di raggi, e flssati in essi ri-

spettivamente i raggi a, a\ si possono porre tra i fasci
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stessi due congruenze in cut a, a' si comspondono

:

m-
fatti Ti sono due modi di sovrapporre col movimeuto il

pnmo fascio al secondo, m guisa che a venga a coin-

cidere con a', 1’ un modo differeiido dall’ altro per un

ribaltamento intoruo ad d. Resta poi determinata una
congruenza tra i due fasci, se ad un altro raggio b del

primo, che non sia ortogonale ad a, si fa cornspondere

nel secondo un raggio b, tale che a’V = ab
Due fasci di raggi proiettim propri sono congruenti,

se a due coppie dt raggi ortogonali ab, cd dell’ uno, corn-

spondono dice coppie di raggi ortogonali a'b',c'd' dell’altro.

Per dimostrarlo si pongano col movimento i due fasci

in posizione prospettiva col raggio unito a — a! e sieiio

U, U' i due centri (distinti) di

essi, e si supponga dapprima

che r asse di prospettivith u
sia proprio. Questo asse sara

parallelo ai raggi 6, b', ossia

ortogonale ad a. Se un suo

segmento viene proiettato

ugualmente secondo un angolo

retto da U, U'

,

la u e e'quidi-

stanle da b. b', poiche il diame-

tro iliiVdel cerchio MN UU',

essendo perpendicolare alia corda UU', la divide per raetk.

Segue da ci6 che (nel detto caso) ad ogni angolo conipreso

fra due raggi di U corrisponde un angolo uguale formato

dai raggi corrispondenti del fascio 27'.

Se poi r asse di prospettivita u e la retta impropria,

due angoli corrispondenti in U, U' hanno i lati paralleli

,

e per6 sono uguali, c. d d.

Due punteggiate improprie che si pensino riferite

come sezioiii di due fasci propri di raggi, congruenti, si

diraniio pure congruenti o uguali. Esse vengono proiettate

da due punti propri qualunque, secondo fasci congruenti.
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Duepunieggiate iin2oroprie congriientipossono sovrap-

porsi /‘acendo cuincidore i pimti omologhi, sovraioponendo

col movinicnto un jnano proprio contenente V una ad

tin contenente V altra.

OssERVAZioNE. Auclie pel fasci propri di piani e pei

fasci di raggi del piano improprio si puo stabilire la

nozione di congruenza che da luogo a teoi’eini analoglii

a quelli posti innanzi.

§ 30. Forme proiettive sovrapposte. — In cio che pre-

cede e stata esclusa la considerazione di forme (punteggiate

0 fasci di raggi) sovrapposte. Per tali forme la costruzione

della proiettivitk si riconduce ai casi precedenti (§ 28)

osservando die

Nel piano

proiettando due punteggiate

proiettive sovrapposte u, u’

rispettn amonte da due punti

(distinti) S, S', posti fuori del

loro comune sostegno, si

oltengono due fasci di raggi

proietti^ i (distinti)

111 particolare se sulla

u ( - u') esiste un punto

unito A = A' SI possono

prendere S. S’ sopra una

retta per A (fuori di u):

allora i due fasci proiettanti

1 isultano prospettivi , doe
le u, ii' sono prospettive alia

u" sezione comune dei due

fasci.

Un ulteriore punto unito

u 5u, oltre A, deve apparte-

segando due fasci di raggi

proiettivi sovrapposti (cioe

conceiitrici) rispettivamente

con due rette (distinte) s. s'.

non appartenenti al loro

comune centre, si ottengono

due punteggiate proiettn e

(di.stinte)

In jiarticolare se in F
(— V) esiste una retta umta

a = d SI possono prendere

s, s' per un punto di a (fuori

del centre U) : allora le due

punteggiate risultano pro-

spettive, cioe 1 fasci U. Z''

sono prospettivi al fascio U"
proiezione comune dclle due

punteggiate.

Un ulteriore raggio uni-

to di U, oltre a, deve appar-
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nere ad u" ed essere quindi

il punto I) B' sezione di

li, m"; viceversa questo punto

tenere ad V" ed essere

quindi il raggio d' co-

mune ad Z7, TJ"\ Ticeversa

V=V'

D=u u" risulta unito per

la data proiettivitli tra ti, u\

onde questa, avendo giti un

punto uiuto A. ammette ge-

neralmeiite un seoondopunto

unito D, che per6 eventual-

meute puo concidere con A.

Se sulla u ^ u' sono

dati 1 due punti uniti A — A',

D “ D' e la coppia di punti

omologhi B la proiet-

tivita, si puo costruire presi

S, S' come nel caso gene-

rale, sopra una retta per A.

Basta infatti determinare la

retta u' col congiungere il

punto D ed il punto d’inter-

questo raggio d B U U" ri-

sulta unito per la data proiet-

tivitli tra U, U', onde questa,

avendo gili un raggio unilo

a, ammette generalmente un

secondo raggio undo d, che

per6 eventualmente potra

coincidere con a

Se in U, U' sono dati

1 due raggi uniti a s a,

d =- d' e la. coppia di raggi

omologhi i b', la proiettivita

si pu6 costniire prese le s,

s', come nel caso generale,

passanti per un punto di a.

Basta invero determinare il

punto XJ" col segare la retta

d colla congiungente i punti
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sezione dei raggi SB. S'B’, sb, s'b', perche risulti fls-

giacche cosi risulta fissata satalaprospettivitktrale due

la prospettivitk tra i fasci piuiteggiate s, s' e quindi la

di centre S, S' e quindi la proiettivita in U
proiettivita su u.

La costruzione indicata La costruzione mdicata

vale anche se si vuole die vale anclie se si vuole che

il 2 ° punto unite D ceincida il 2.° raggio unite d ceiiicida

con A, giacche la condizione con a, giacche la condizione

perche queste accada e che perche queste avvenga h che

1’ asse di prospettivita u" il centre di prospettivitk U"

passi per A ^ D, ed allora giaccia su a = d, ed allora

esse risulta determinate come esso risulta determinate

cengiungente di A col punto come sezione di a col raggio

SB. SB. sb.s'V.

Si ottiene cosi sulla ii Si ottiene cosi in t^'una

una proiettivita avente i due proiettivitkaventeidueraggi

punti uniti coincidenti in A uniti coincidenti con a ed

ed una data coppia di punti una data coppia di raggi omo-

omologhi BB, e questa pro- loghi b b', e questa proietti-

iettivitk risulta cosi determi- vita risulta cosi determinata

nata, perche e determinata perche e determinata la pro-

la prospettivitk tra i fasci spettivitk Ira le punteggiate

proiezioni di ii dai centri S, S. sezioni di TI con s, s'.

Gli ultimi risultati ottenuti (che si estendono per

dualita anche al fascio di piani) permettono di aifer-

niare che:

In una fonna di i.** specie vi ^ una proietlwitd

determinata avente due dati elementi until A, D,

dislinlt 0 coincidenti., e dove si corrispondano due altri

elementi assegnah B. B'.

Queste enunciate racchiude in jiarte un corollario del

teorema fondaraentale (del §21), ma dii qualclie cosa di
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nuovo, pel case in cui i due elementi, che vengono asse-

gnati come elementi umti della proiettivitk, coincidono in

uno solo.

§ 31. Elementi uniti di una proiettivitk tra forme di

I.® specie sovrapposte. — Abbiamo veduto come m una

forma di 1.^ specie ti si possa costruire una proiettivita.

dati due elementi uniti, distinti o coincidenti, ed una

coppia di elementi omologlii; se anche questa coppia di

elementi omologhi e costituita da elementi coincidenti, la

proiettivita e identica.

Si banno pure esempi di proiettivitk, in una forma

di 1.^ specie u, prive di elementi uniti. Basta per esempio

peiisare alia proiettivitk che nasce sulla u tra i coniugati

armonici di uno stesso elemento rispetto a due coppie A B,

CD che si separano. Invero questa proiettivita (che e

stata considerata nel § 20 nella opposta ipotesi che le

AB . CD non si separassero) e certo priva di elementi

uniti, perche un elemento unito di essa. insieme al suo

coniugato armonico comune inspetto ad AB, CD, fornirebbe

una coppia separante armonicamente le date AB, CD, il

che e assurdo se queste si separano (1. c.).

Riassumiamo le cose dette nel seguente enunciato:

Data in una forma di If specie una proiettirntd non

idenhca, sono possibih tre casi:

If esistono due elementi umti (distinti) ; allora

la proiettivitk dicesi iperholica

:

2f esiste un elemento unito (ovvero due coinci-

denti); allora la proiettivitk dicesi parahohea;

Sf non esiste alcun elemento unito; allora la

proiettivitk dicesi ellittica.

Abbiamo visto (§ 20) che la proiettivitk fra due forme

di 1.®' specie e una corrispondenza ordmata, vale a dire

che, mentre un elemento si muove desorivendo una forma,

il corrispondente si muove descrivendo I’altra.
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Trattandosi di forzne di 1.^ specie sovrapposte, il

movimento di due elementi corrispondenti potra avvenire

nello stesso sense o in sense opposto, la proiettivita e

Concorde nel 1.^^ case, dtscorde nel 2 ^ (§ 10).

Se in una forma di 1.^ specie si ha una proiettnita

discorde, un elemento che si muove descri^ endo la forma

incontra due volte il corrispondente Questo fatto di natura

intuitiva si pud dedurre dal postulate della continuita,

come nel § 19. Ora data m una forma di 1.‘^ specie una

proiettivita parabolica o ellittica, si potra dire che essa deve

essere concorde, che daH’ipotesi opposta seguirebbe Tesi-

stenza di due elementi uniti (distinti), ossia seguirebbe che

la proiettivita h i23erbolica. Non si pud dire perd, viceversa.

che una proiettivita iperbolica debba essere discorde. Per

convmcorsene basta fare la seguente osservazione : Si

prenda una retta e su di essa quattro punti A/, iV,

M ANA' Esiste una proiet-

! ^ ^ ! tivita su it dove 21, N
i¥ A A' N sono uniti e ad A corri-

! ^ ^ sponde A'.

Ora
,
mentre un punto descrive il seguente ordi-

nato MA N il corrispondente in questa proiettivita de-

scrive il seguente 2IA'N\ questo ha senso opposto a MAN
se A, A' separano 21, N, e perd in tal caso la proiettivita

posta su w e discorde, al contrario se A, A' non sepa-

rano 21, N, 1 segmenti 21AN ed 21 A'

N

hanno lo stesso

senso, e la proiettivita e concorde. Si vede anche che

nel 1,® caso sempre una coppia di elementi omologhi separa

21, N, nel 2.® mai. (§ 19)

Si possono riassumere le cose dette enunciando il

teorema

:

In una forma di 1?“ specie.

If ogni proiettimtd discorde d iperbolica;

2f ogni proiettimtd parabolica od ellittica c

concorde ;



ima proieitivitd iperbohca e chscorch o Con-

corde, secondocM due element! omologhi in essa sejoarano

0 no gli elementi nniti (il die avviene ugualmenie per

tutte ie coppie di elementi omologlii).

OssERVAZioNE — Si iioti die il prodotto di due pro-

lettivita m una forma di 1.^ specie e concorde o discorde,

secondoche quesle sono ambedue concordi o discordi,

oppure r una concorde e V alira discorde.

§ 32 * Congruenza diretta e inversa tra puuteggiate

sovrapposte e fasci propri di lui piano. — Una smilitu-

(hne (§ 29) sopra una retta propria si dice diretta o

inversa, secondoche e concorde o discorde. Una similitu-

dine sulla reita ha sempre il punto air infinito come

]»unto unito e pero e iperbolica o parabolica, in questo

ultimo caso e certo diretta. dico die ossa e allora una

aguaglianza o congruenza diretta Per dmiostrarlo basta

notare die uno strisciamento della retta su se slessa. die

A' porti un punto A in un dato

^ ! punto A', genera effettiva-

mente una congruenza diretta, cioe una proiettivita para-

bolica die non ha altro punto unito che il punto all’ in-

finito (perche nessun altro punto resta fermo), d’ ultra

parte vi e sulla retta una sola proiettiTita parabolica. che

ha il punto all’ infinito come punto unito e che fa corri-

pondere ad A, A'; dunque la similitudine parabolica sup-

posta data sulla nostra retta equivale proprio alia con-

grueiiza diretta generata dallo strisciamento nominato.

Si pu6 quindi afFermare:

Una congruenza diretta, sopra una retta propria, si

pud defmire come una proiettivitd parabolica col punto

unito alV infinito

OssERVAzroNE. — In conseguenza il postulato metrico

del movimento della retta su se stessa appare come un

corollario del teorema fondamentale della proiettivita.
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In una congruenza inversa, bopra uiia retta, m sono

due punti uniti uno dei quali e il punlo iniproprio e Taltro

un punto propiio 0 Ora due punti omologlii dovranno

distare ugualinente da 0. e (stante il sen&o discorde della

coiTispondenza) cade re da parie opposta di 0. Per con-

seguenza

Una congnnenza inversa, sopra itna retta p)Toprta

,

eqiiivale act nna simmetria rispetto al punto unito proprio.

OssERY'VzioNE. — La congruenza direlta su una pun-

teggiata si genera col movimento della retta su se stessa,

capace di sovrapporre due punli coirispondenti. La con-

gruenza inversa si genera invece con un ribaltamento

della retta attorno al punto unito proprio.

Anche per le punteggiate improprie, sovrapposte, vi

e luogo a distinguere una congruenza diretta (concorde)

ed una congruenza inversa (discorde). Tenendo presente

il signiflcato intuitivo della disposizione circolare naturale

di una retta impropiia(§ 6), possiamo dire che un movi-

mento di un piano su se slesso (strisciamento) non altera

il senso di una terna di direzioni, e perci6 genera sulla

retta all’ infinito una congruenza diretta; un ribaltamento

del piano attorno ad una retta (propria) genera sulla retta

impropria una congruenza inversa.

La considerazione della congruenza, deierminata sulla

retta all’ infinito da due fasci propri congruenti di un

piano, permette di distinguere la congruenza diretta ed

inversa di due fasci propri giacenti in un piano,

Sieno dati in un piano due fasci (propri) congruenti

u, uf,, e sieno a 5, ciV due angoli corrispondenti (uguali)

non ortogonali, inerce i quali la congruenza stessa risulta

determinata (§ 29). Moviamo nel piano il fascio P sovrap-

ponendolo ad U, in guisa die a! coincida con a\ questo

movimento riesce cosi definito (a meno di rotazioni di due

angoli retti, da cui si puo presemdere). Esso porta V a

coincidere con 6, oppure ad assumere la posizione 6" sim-

metrica di h rispetto ad a.
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Nel pnmo caso, considerando. p e.. il raggio c di V
ortogonale ad a, si vede che la terna di direzioni ahc
ha lo stesso senso della

teraa di direzioni a'Vc\ ^

costituita dai raggi omo-

loghi del fascio U’, vale

a dire la congruenza tra

17, U' e diretta, invece

nel secondo caso le dette

terne hanno senso oppo-

sto, ossia la congruenza

tra TJ, U' e inverse Ora

si vede ancora che nel

pnmo caso la nominata congruenza viene generate dal

movimeuto effettuato nel piano che sovrappone U' ad U
portando a' su a. nel secondo caso occorre eseguire, dopo

questo movimento, anche un ribaltamento del piano al-

torno ad a

Tanto che si pud concludere.

Due fasci (propri) congrnenti di un piano sono

congruenii direttamente o inversamente, secondocM i

raggi oniologhi di essi possono farsi coincidere solo con

un niommento del piano su sd stesso, o con un tale

movimento congiunto ad un ribaltamento del piano.

Abbiamo veduto (§ 29) che, dati due fasci propri di

raggi e fissata una coppia di raggi corrispondenti, restano

determinate tra i fasci stessi due congruenze ; ora si puo

anche aggiungere che, se i fasci stanno in un piano, una

delle nominate congruenze i diretta e V altra inversa.

OssERVAZioNE. — Se due fasci di raggi congruenti

,

di un piano , sono prospettivi
,
essi risultano riferiti per

parallelismo di elementi, allorchd la congruenza e diretta;

oppure sono proiezioni della retta che biseca ortogonal-

mente il segmento congiungente i centri dei fasci, allorche

la congi'uenza d inversa.
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Come case) particolare della coiigruenza ti’a due fasci

di raggi di un piano ,
si lia la congruenza tra due fasci

di vaggi soTi’apposti, ossia in un fascio. Qui non occorre

piii la considerazioiie della retta impropria, per stabilire

la distnizione fra congruenza diretta ed inversa.

Una congruenza diretta in un fascio (proprio) di

raygi equivale ad una rotazione, di un certo angolo,

del fascio su sS stesso. infatti essa pub venir generata

dalla rotazione che sovrappone un raggio al corrispon-

dente. Segue di qui che una tale congruenza d sempre

elUttica.

In una congruenza inversa, certo iperbolica, gli an-

goli formati dai raggi omologhi con un raggio unito deb-

bono essere uguali, e da parte opposta di esso (appunto

perche il senso della corrispondenza e discorde) Si de-

duce che

:

Una congruenza inversa, in un fascio propino di

raggi, pud essere generaia col ribaltaniento del piano

del fascio atlorno a ciascuno dei raggi umti, ossia equi-

vale ad una simmetria rispetto a ciascun raggio unito.

Segue che:

La congruenza inversa ammette due raggi uniti

ortogonali, bisettori degli angoli delle rette corrispon-

denti.

Le proposizioiii precedenti possoiio ora riportarsi,

per sezione, alia retta impropria del piano del fascio con-

siderato. Si avrk dunque:

Sopra una retta impropria, ogni congruenza diretta

d elhttica; ogni congruenza inversa possiede due punti

uniii, corrispondenti a direzioni ortogonali

Due punti di una retta impropria (presi in un certo

ordine) si oorrispondono in due congruenze su questa

retta, Vuna diretta e V altra inversa.

OssKRVAzioNE. — Anche per due fasci di piani sovrap-

posti, cioe in un fascio di piani, si pub distinguere la
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congrueiiza diretta ( Concorde) dalla congruenza inversa

(discorde). La pinma viene generata da una rotazione del

fascio (attorno al suo asse) di un certo driedro. La seconda

equivale ad una simmetria nspetto a due piani, uniti,

ortogonali.

Per fasci di piani dislinti, sieno pure ambedue in

una Stella, non vi ^ luogo a distinguere due specie di

•congruenza- diretta e inversa.

§ 33 G-ruppi dl quattro dementi iiroiettivi. — Per

indicare che due forme di 1.®’ specie u, u' sono proiettive,

useremo del simbolo II, scrivendo

till u'.

Se e

« II u' e II u"

(dove u, u', u" sono forme di 1.®" specie), si deduce (§ 21)

u II u".

Se A B C D E. e un gruppo di elementi di una

forma di specie u, ed A’ S' C'D'E e un gruppo

di elementi di un’altra forma di 1.^ specie u', si dir^ che

i due gruppi sono proieitivi, e si scriverh:

ABC BE..... n A'B'C'B'E' ,

quando esiste una proiettivitk tra u. it' in cui le coppie di

elementi

A A', BB', CC, KD', EE
si corrispondono. Allora si ha di conseguenza:

ABCD H A'B'C'D'

ABCE IL A'B' C'E

BCDE n B CEE

od anche

DCBA U EC'B'A'ecc.
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Per il § 21 due yruppi di tre elementi ABC, A'B'C'

in forme di 1 specie u, u', sono sempre proiettivi, cioe

SI lia sempre

ABC A'B C.

Iiivece la relaziono ABCD ^ A'B'C'Jy (dove D. D
sono altri due elementi rispettivamente di u, v!) non e

in generale soddisfatta, se i gruppi di elementi ABCD,
A'BCD', sono stati presi ad arbitrio: anzi quella rela-

zione determina B dato D, se sono flssate le due terne

ABC. ABC (§ 21).

Segue pure die se E, E sono altri elementi rispet-

tivamente in ij, u', dalle relazioiii

ABCB AB CB
ABCE YL A BCE',

SI trae

ABODE JL AB CB B\

e quindi

BCDE n BC BE' ecc.

I precedent! enuiiciati sono espressioni simboliche

del teoremi stabiliti.

Teorema. — Tutti t gruppi anmnici cli elementi

appartenenti a forme di 1 specie sono proiettivi.

Infatti se {ABCD), (ABCB) sono due gruppi

armonici di elementi, appartenenti rispettivamente a due

forme di 1.®' specie u, u (distinte o sovrapposte), la pro-

iettivi ta definita dalle terne ABC, ABC, fa corrispon-

dere i quarti armonici D, B (per deflnizionej

CoEOLLARio. — Se (ABCD) i un gruppo armonico

di elementi d’ una forma di If specie, si ha:

ABCD n BADC H CDAB H DCBA
II BACD n ABDC H CDBA H DCAB.

Infatti (§ 13) tutti i gruppi di quattro elementi sopra

indicati sono armonici, se 6 armonico (ABCD).
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La relazione precedente si pu6 enunciare in parole,

dicendo die un gruppo armonico di quattro elementi di

ana forma di 1.^ specie, disposti in un certo ordine, e

proiettivo ai gruppi ottenuti:

a) scambiando tra loro due elementi del gruppo

ed insieme gli altri due

&) scambiando tra loro due elementi coniugati e

non gli altri due.

Mediante uno scambio a) si passa dall’uno all’altro

dei quattro gruppi scritti nella prima linea o dall’ uno

air altro dei gruppi scritti nella seconda linea; invece

mediante uno scambio &) si passa da un gruppo della

I.®' linea a un gruppo della 2.^ linea, e viceversa.

Siamo ora indotti a ricercare se sia possibile effet-

tuare gli scambi a) o h) sopra i quattro elementi di un

gruppo non armonico in una forma di 1.“' specie, in modo
die esso rimanga proiettivo al gruppo stesso preso se-

condo il primitivo ordine.

Vedremo die e sempre possibile effettuare in un

gruppo di quattro elementi di una forma di l.'^ specie

un tale scambio a), ma che dalla possibility di eifettuare

uno scambio in modo che il gruppo di quattro ele-

menti nel nuovo ordine sia proiettivo al prime, segue

die il gruppo stesso e armonico.

Commciamo dal dimostrare che se A, B, C , B sono

quattro elementi (arbitrari) d’una forma di l.'^ specie, si

ha sempre

ABCBU BAJDC.

Basta stabilire il teorema per il gruppo AB C JD di

quattro punti di una retta; si farh poi uso della legge di

duality nello spazio o iiel piano.

A tal fine si proietti il gruppo ABCB in EFGB,
sopra un’ altra retta per D, da un panto eslerno M; si

determini quindi il punto N iiitersezione di AF, MC\
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si ha allora

ABCD 11 EFOn
(essendo un gi'uppo proiezione deU’alti’o da d/). Si ha pui’e

EF6D n MNGC
(essendo un giuppo proie-

zione dell’altro da J.), ed

MN6C II BADC

(essendo un gruppo pro-

iezione deU’aliro da F)-.

quiiidi

ABCD n BADC, c.d d.

Applicando questo I'isultato al gruppo ACBD, si avrh:

A CBD

n

C ADB
cioe esiste una proiettivilh nella quale le coppie AC, CA,
BD, DB, si corrispoiidono. Questa proiettivith fa corri-

spondero al gruppo ABCD il gruppo CDAB, siccli^

ABC D E CDAB.
Ma per quanto precede

CDAB n DCBA\
SI avraiino dunque le relazioni

ABODE BADC E CDABEDCBA.
Supponiamo ora che sia

ABCD n BACD,
e, come iiinanzi, si consideri il gruppo EFGD, proiezione

di ABCD sopra un’ altra retta per D, da un punto
esterno M. Si ha ora:

BACD n EFGD,
e la proiettivith tra le rispettive punteggiate che fa passare

daU’uiio all’altro gruppo, ammette il punto unito D e pero
e una prospottiritk (§ 27). in conseguenza le rette BE,
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AF. CG concovrono in un punto K» L’esistenza del qua-

drangolo ELFK di cui

1 lati EM, KF passano

per A, 1 lati FX, MF
per E, ME per G ed

EF^%v D, prova quindi

cheABCD e un gruppo

armonico

Possiamo ora e-

nunciare complessiva-

mente per le forme di

1.^ specie il

Teorema. — Un qiialunqiie gritppo di quaitro ele-

menti ABCD di iina forma di If' specie^ ordinati in im
dato modo, d proiettivo ai gruppi ottemiti scambiando fra
loro due elementi dt esso ed insieme gh altri due, etod

:

ABCD II BADC H CDAB H DCBA.

Se tl gruppo d proietfivo ad uno di guelh otienuh

scambiando ira loro soltanto dice elementi e non gli

altri due (per esempio ABCD 11 BACD), esso d armonico,

ed i due elementi scambiabih sono in esso connigaU.

Viceversa, abbiam visto che pei gruppi armonict un tale

soambio d sempre p^ossibile,

Sopra una retta

u si abbiano due

gruppi proiettivi di

quattro punti,

MNAB, MNA'B\
aventi due punti

uniti
; dico che sono

proiettivi i gruppi

MNAA\ MNBE,
Per vederlo si pro-

iettino i gruppi
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(omologhi) MNAB, MNA'B delle rette proietiive sovrap-

poste u, u'

,

nspettivamente da due puiiti esterni S, S',

allineati con M I fasci Su, S'
u'

aventi il raggio imito

S S' risultano prospettivi (§ 27, 30), e percid le rette SA,

S' A' ei SB, S'

B

determinano due punti A". B" di cui

la congiungente ii" (sezione comune dei due fasci prospet-

tivi) passa per N. Sia Q=u".SS' il punto comune alia

retta ii" e alia S S'. Allora si ha

MNAA' n Hass'

(essendo uii gruppo proiezione dell’altro da A"),

MNBB n MQS S'

(essendo un gruppo proiezione deU’altro da B'),

quindi MNAA' II MNBB

,

c.d d.

Il precedeiite risultato si pu6 enunciare dicendo che •

se si ha sulla retta u una proiettivith avente due punti

unit! distmti M,N, di cm le A A', BB sieno due coppie

di punti omologhi, la proiettivit<\ definita dalle

due terne MNA, MNA', fa passare da B & B.

Sotto questa forma il risultato pu6 estendersi al caso

in cm M, N coincidono, ossia N=M In tale ipotesi abbiamo

visto che la prospettivitk tra i fasci di centri S,S' risulta

fissata, data una coppia

di punti omologhi A, A'

(oltre il punto unito

M-=N), per il fatto che

I’asse di prospettivita

u" deve passare per il/

(onde esso congiunge M
ed A"=&i.5'il').An-

cora, se B,B' sono punti

omologhi della data

proiettivitS,
^

il/il/A\

MMA’h
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SI puo costi'uire su u una proiettivita avente due punti

unit! coincident! in ilf, ed A, B come punti omologhi

:

questa si pu6 ottenei’e (analogamente al caso generate in

cui M,N sono distinti) proiettando u da A' su SB, e

quindi S, S' su u'{~u") da, B"= S S' B'\ percio in essa

SI corrispondono A, B.

L’ afFermazione che tale proiettivita ha i due punti

uniti coincidenti in M, nsulta provata dal fatto che la

condizione necessaria e sufBciente afBnche 1’ indicata

costruzione conduca da uii punto di ii a se stesso, e che

la sua proiezione da A" su S S' sia allineata con A", B"
(cioe stia su u")

Estendendo il signiflcato del simbolo II. diremo che

e 2JAIAB n MMAE, quando la proiettivitii di u avente

due punti uniti coincidenti in M e nella quale ad A cor-

risponde A, fa corrispondere a. B,B

:

allora il risultato

stabilito pel caso M = N puo enunciarsi dicendo che se

M Al A B n AI AI A B,

si deduce

i¥ AI A A n AIAIBB'.

L’ estensioiie del signiflcato del simbolo II si farh

analogamente per le altre forme di I.*' specie.

Ci6 posto (riunendo insieme i due casi m cui Al e

distinto da iV ed AI= N) possiamo eiiunciare complessi-

vameiite per le forme di 1.® specie il

Teorbma. — Se tn una forma di specie si hanno

due gruppi di (4 o 3) elementi MNAB, MNA'B', avenii

due elementi comuni M. N, distinti o coincidenti, e tab

che sia

MNAB n MNA'B',

si deduce

MNAA' n MNBB'.
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§ 34.* Birapporto (li quattro elenioiiti in una forma

<li I." specie. — La relazione simbolica

ABCD n A'B’C'D',

tra due quaderne di element! apparienenti a forme di 1.'^

specie, SI pu6 sostituire con una relazione di uguaglianza

tra due numeri Per ottenere questo resultato bisogna

mostrare come ad ogni gruppo di quattro elementi di una

forma di !.“• specie appartenga un {mvanante assolutu

cioe un) iiumero die si conserva, allorcbe sul gruppo stesso

(e sulla forma die lo contiene) si open una proiettivita

:

SI vedra quindi come 1’ uguaglianza dei numeri relativi

a due quaderne di elementi dia la coiidizione, non solo

necessaria, ma anclie sufflciente perclie esse sieno pro-

lettive.

II numero die TOgliamo defiiiire per ogni gruppo di

quattro elementi di una forma di 1.“' specie, e il btra'p-

porto (o rapporto anarmomco) di essi. Per dimostrare il

suo carattere di invarianza relative alle proiettivitb, basterii

dimostrare die esso si conserva per ogni proiezione o

sezioue, giacche sappiamo ormai che la proiettinta tra

due forme di specie pu6 sempre esser posta mediante

un numero finite di proiezioiii e sezioni

Cominciamo a deflnire il birapporto di quatiro puiiti

propri A, B, G, D ^ dati sopra una retta Preiideremo

come espressione di esso

{ABCD) = AC
,
AD

BC' BD'

dove con AC, BC, AD, BD, denotiamo in valore ed

111 segno le lunghezze dei segment! (finiti) aventi gli estremi

indicati; il segno, naturalmente ,
e relative ad un senso

della retta fissato come positivo, ma 1’ espressione del

birapporto {ABCD) 6 tale, che esso non muta se si

scambia il senso positivo della retta col negative.
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Deflnirenio iiivece come bu’apporto di quattro retie

a, b, r, cl di un fascio pi’oprio, I’espressione

{a b c d) = sen ac
.
sen ad

sen be
’

sen bd

formata coi seni degli angoli delle nominate rette, inten-

dendo che i detti angoli vengano presi in grandezza ed

in segno relativamente ad un senso del fascio, fissato come

positive (senso che pu6 essei’e indiflferentemente invertito);

veramente la grandezza di ognuno di questi angoli non

e determinata, poiebS, anche limitandosi ad angoli minori

di due retti, due rette danno luogo a due angoli supple-

mentari, ma questa indeterminazione 6 qui senza conse-

guenza, poiche due angoli supplementari haimo lo stesso

seno, il birapporto {a b e d) e dunque ben deflnito.

Analogamente si definisce il lih'appoi’to

(x fi Y 3) = sen cc y ,
sen a 3

sen p Y sen fi §

di 4 piaiii X, p, Y, 5 di un fascio proprio , considerando gli

angoli diedri xy, PY’ “5, pS. Si pub dire che il birapporto

(jsPyS) e per definizione il birapporto della quaderna di

raggi oitenuta segando il fascio di piani con un piano

normale all’ asse.

OssBEVAZioNE. — Il birappoi’to {ABGD) di 4 element!

in uiia forma di l.'^' specie dipende dalla disposizione in

cui essi vengono considerati. 'Esso b positivo se le coppie

AB, CD non si separano, negativo nel caso opposto.

Consideriamo ora
una quaderna di raggi

d’un fascio (proprio)

a, 5, c, d, e una quaderna

di punti (propri)^,^,!/,!),

ottenuta segando il fa-

scio con una retta. De-
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notando con il centio del t.iscio. avreiiio che le ai*ee

del tviangoh I'AC. VDC. UAD. UBD stanno Ira loro come

le basi; d'allra parte queste aree sono date dal prodotto

delle lunghezze di due lati pel seno dell’angolo compreso;

avremo dunque (denotando con h un fattore di pvopor-

zionalitii

)

UA ' U C ' sen a c — h • A G

U B ‘ U C • sen b c = h > B C

UA- UD - sea ad = h- AD
UB- UD> sea cd = BD,

relazioni die intendiamo di prendere soltanto in valore

assoluto. Da esse si ncava

AC UA sen a o

'B~C UB sea b c'

AD UA sea ad
B D TJ B sen o d

’

e quindi si deduce 1’ uguaglianza in \alore assoluto

(ABCD) = (abcd).

Osservando poi il senso dei segmenti e degli angoli

die entrano in considerazioiie, si lede subito che tale

uguaglianza vale anche rispetto al segno dei birapporti

che in essa compariscono ;
d’altronde cio risulia anche

chiaro dal fatto che il detto segno dipende dal separarsi

0 no delle coppie AB, CD e db, cd.

Concludiamo intanto che ogni proiezione da uii puiilo

(proprio) di una quaderna di punti (propri) di una retta

ha lo stesso birapporto di questa quaderna di punti, e

\ iceversa ogni sezione (propria) di una quaderna di raggi

d’ un fascio (proprio) ha lo stesso birapporto della qua-

derna di raggi.

Si considerino ora quattro piani di un fascio pro-

prio a, p, y, S, e due gruppi di punti (propri) A B GD

,
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A' B' C D\ ottenuti segando il fascio di piam con due

rette sghenibe. Supposto p. e. che la retta A D' non sia

parallela ad alcuno dei piani [i e y, indichiamo con B'\ O'"

1 punti propri in cui essa li sega; allora i gruppi ABCD,
AB"C'D\ e cosi AE'C'D\ A'B'CD' sono prpspet-

tivi, come sezioni di uno stesso fascio di raggi coi centro

suH’asso del fascio di piani, e pero si lia

{A B CD) = {AB" C'D') = {A'B' CD').

II birapporto di 4 punti (propri) sezioni di a, p, y, S,

con una retta e dunque costante; e costante ed uguale

al primo e quindi anche il birapporto di 4 raggi sezioni

del fascio di piani con un piano non parallelo all’asse,

onde (segando con un piano normale alF asse) risulta

(ABGD) = (aliyo).

Pertaiito resta stabilito che ; due gruppi di 4 elementi

appartenenti a forme di 1.^ specie, i quali sieno ottenuti

r uno dair altro con una proiezione o sezione
,

lianno lo

stesso birapporto. Ma questa conclusione e, per ora, subor-

dinata all’ ipotesi che gli elementi e la forma di cui si

discorre sieno tutti propri, giacche in questa ipotesi sol-

tanto h stato definite il birapporto.

Procediamo a togliere questa restrizione, deflnendo

convenientemente il birapporto nei casi fine ad ora eccepiti.

Cominciamo dal considerare sopra una retta propria

tre punti propri A, B, (7, ed il punto improprio Boo; per

definizione porremo il birapporto

{ABCD^) =

come SI e tratti a I'aiio , notando che per una conside-

razione di limite

_
BD^

—
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Si proielti ora il gruppo {A B C fla un punto pro-

pno U, secondo il gruppo di raggi a, b, c, d: dico die

(ABCB^) — {abed)

Invero si ha (come abbiamo reduto innanzi)

AC UA sen a c

WC ~ TTB seT b~c'

nia nel triangolo UAB i

lati UA, UB sono pro-

porzionali ai seni degli

aiigoli opposti, e questi

angoli sono rispettiva-

mente tiguali (o supple-

mentari) a bd, afZ,dunque

A C _ sen .
sei^c^_

'B~G
~~

sen ad
’

sen b c

ossia

{ABGD^)
AC sen ac

.
sen ad

B C sen & c * sen b d
— {abed) ,

c.d.d.

Ora definiremo analoganiente il birapporto di 4 punti

A,B,C,D, di una retta propria, allorche uno dei punti

C, B, A sia improprio. valendoci delle formule:

{A B C^D) = 1^,

{AB^CD) =

{A^BCD)=

e collo stesso ragionamento usato innanzi si provera che

ogni proiezione a & c d del gruppo AB C D, fatta da un

punto proprio, ha il birapporto

{abed) = {ABC D).
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Passiamo quindi a considerare 4 punti A,B,G,D so^va,

una retta impropm, i 4 raggi a, b, c, cl che pi’oiettano

i detti punti da un qualsiasi punto propno U formano

tra loro angoli indipendenti dalla particolare posizione

di Z7, sicch6 il birapporto {abed) lia un valore costante,

che pub definii’si come birapporto (.4 B G JD).

Dato un fascio di raggi improprio, ma giacente in un

piano propno , una sua quaderna di raggi abed viene

segata con una retta qualsiasi, non appartenente al fascio,

secondo un gruppo di punti A B G D, di cui il birapporto

e costante; si assumerh per definizione il birapporto

{a be d) = {A B C B).

Similmente 4 piani a, p, y, S, di un fascio improprio

vengono segati da una retta non parallela ad essi secondo

4 punti A, B, G, D, di cui il birapporto costante si assu-

merii come definizione del birapporto (aiSyS).

Fmalmente, se sono date 4 rette improprie a, b, e, d,

di un fascio, assumeremo, per definizione, come birap-

porto [abed) il birapporto costante dei 4 piani proiet-

tanti le nominate rette da un qualsiasi punto (propno).

Abbiamo cosi esteso a tutti i casi la definizione del

birapporto di un gruppo di 4 elementi ABGB di una

forma di 1.® specie, in guisa che risulti sempre vera la

proposizione « il birapporto di 4 elementi di una forma
di If speeie rimane assolutamente invanato per ogm
proiezione o sezione». Da questa proposizione si deduce,

come abbiamo notato

:

Se due quaderne di elementi ABGB, A' B' G' JD',

appartenenti a forme di 1.^ specie, sono proiettive, sussiste

r uguaglianza dei birapporti

{ABGB) = {A'BG’B').

Ora bisogna mostrare che questa uguaglianza b condi-

zione non soltanto necessaria, ma altresi sufSciente, perche

si abbia ABGB ^ A' B' CBt.
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Coniincianio ci tal fin© dair osservar© cli©, dciti tr©

©lementi A, S, (7, di una foi*ttia di 1.^ spoci©, ti e un unico

elemento IX pel quale il birapporto {A BCD) assume un

date valor© prestabilito.

Cio posto SI abbia [A B C D) = (A 5' C D ) , la

pvoieitiTita (
posta li-a le forme di 1.^ specie che

conlengono i nostri elementi, deve far corrispondere a D

UQ elemento D^, pel quale il birapporto

{A'B'C'B,) = {ABCB)-,

r elemento Dj non differira dunque da If
,
ossia

ABGD II A'B’C'B' G.d.d.

Riassumendo : La condtztone necessana e sufficiente

perchA due gruppi di 4 elementi, appartenenti a forme

di If specie, sieno proiettwi , d V uguaglianza dei loro

dirapporti.

Molti resultati precedentemente dati sotto altra forma

trovano ora una semplice espressione coll’ introduzione

dei birapporti.

Cosi p. e. la p)roprietd di un gruppo (A B C D) di

essere armonico d espressa dalla relazione

{ABCB) = — 1,

come segue subito dalla propriety metrica dei gruj)pi

armonici data nel § 17-

Ancora la propriety stabilita in fine del § 32 si pud

enunciare dicendo:

In una proiettivitd iperiolica %l birapporto della

quaderna costituita dai due elementi uniti e da due

elementi cornspondenti qualsiasi d costante (indipendente

cioe dalla scelta di questi due elementi corrispondenti)

:

questo birapporto, che e ben definite appena fissata la

disposizione della quaderna, dicesi invariante assoluto

della proiettivitk ; esso insieme ai punti uniti determina

la proiettivitti, ecc.
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OssERVAZiosE 1.^ — Abbianio gik osservato che il

birapporto (A 5 (7 D) di 4 elementi appartenenti ad una

foi’ma di I.®' specie non b indipendente dalla disposizione

in cui questi elementi vengono presi. Fermutando gli

elementi A, B, 0,D si ottengono 6 valori del birapporto

che e facile calcolare ; 4 permutazioni soltanto corrispon-

dono in generale ad un medesimo valore, cioe si ha

{ABCD) = {BADC) = (ODAB) — {DOBA):

queste uguaglianze esprimono le relazioni di proiettivith

date nel § 32.

In generale

[ABC B) =
di guisa die 1’ uguagliaiiza

{AB OD) = {BAG B)

(esprimeiite la relazione ABCB n BACB) sussiste sol-

taiito [se A e 5 coincidono
}
{ABCB) = + 1

|
o.dato

che i 4 elementi sieiio dislinti] se

{ABCB) = — I

Questa uguaglianza per la proposizione del § 17

espri'me che il gruppo ABCB e armonico, e cosi si arriva

a confermare la conclusione del § 32.

OssBRVAzioNE 2.® — Si pub ora dire che la proiet-

tivith tra due forme di 1.® specie e una corrispondenza

biunivoca; che conserva il valore del birapporto di ogni

gruppo di 4 elementi qualsiasi. La deflnizione data della

proiettivith (§ 21) si pub invece esprimere, dicendo che

essa b una corrispondenza biunivoca tra due forme di

I.® specie, che conserva il valore del birapporto di ogni

gruppo armonico, cioe che conserva il birapporto di 4

elementi ogniqualvolta esso valga — 1.

Ecco dunque sotto un nuovo aspetto il contenuto

essenziale del teorema fondamentale della proiettivita:
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Se due forme di 1.® bpecie sono rilerite fra loro in

modo die ad ogni qiiaderna di elementi deU’una. formanti

un liirapporto — 1, comsponda nell’ altra una quaderna

di elementi formanti lo stesso birapporto, ad ogni qua-

ilerna di elementi di una forma avente un birapporto

qualsiasi (diverso da — 1) corrisponderk nell’ altra una

quaderna di elementi avente lo stesso birapporto.

E ci6 porta a rappresentare analiticamente la pro-

iettivitti tra due forme di 1.* specie con un’ equazione

bilineare fra lo coordinate (ascisse sulla retta, ecc.)

CoRoLLARio. — Dalla coiiservazione del birapporto

di 4 elementi iiella proiettivitti tra due forme di 1.®' specie

si pu6 trarre come corollario un’ elegante definizione

metrica della proiettivita tra due rette.

Sieno u, It' due rette (proprie) proiettive, e si iiidicliino

con I, r, i punti di esse cbe corrispondono rispettivamente

ai punti impropri i'^o di u’, e io® di u. Tali punti sono

ambedue propri ,
escluso il caso che le due rette sieno

simili (§ 29) ;
essi preiidono il nome di 'punti hmiti. Sieno

,1, A', e 5, B’. due coppie di punti corrispondeiiti in u, u'.

Si avrti r uguagliauza

{A B 1 1^) = {A' B'

ossia

A 1 _ B'l'

B1 ~ AT’
da cm

A I • AT = B 1 • B' r.

Duiique : In due punteggiaie proprie proiettive, non

simili, il prodotto d,elle distanze di due punti corrispon-

denli dm nspettivi punti Inniti i costante.

§ 35. Trasfomate proiettive di una proiettivita - Inva-

riaute assoluto. — Si abbia in una forma di 1.® specie u

una proiettivita ir, ed essendo u' un’ altra forma di I.®
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'Specie, si ponga tra it ed it' ana proiettivita Q; in it' si

avra una proiettivita

n' = Q Tu Q — i

che si dira la trasformata della tt mediante la Q
,
giacch6

la Q fa corrispondere a due elementi di it omologhi in tu,

due elementi di u' omologhi in r:'.

La 7u e alia sua volta la trasformata della tc' me-

diante la Q— ^
,
giacche si ha

Tt:' Q.

Si dice anche che le tz sono proiettivita proiettive,

Se due proiettivita (risp. in it) sono proiettive

(cioe trasformate T una dell’ altra mediante una proietti-

vita tra w, u'), esse sono entrambe elhttiche, o entrambe

iperboliche, o entrambe paraboliche Questa osservazione

prova gia che due proiettivita in forme di 1.^ specie non

sono sempre proiettive.

Lasciando da parte il caso delle proiettivita ellittiche,

rivolgiamoci ora ad esammare quando avverrk che due

proiettivita ambedue iperboliche o paraboliche sieno pro-

iettive.

Consideriamo dapprima due proiettivith ambedue iper-

boliche 7z, n', risp. nelle forme it, u'\ sieno M, N i due

elementi uniti di iz (su u); A, due elementi corrispon-

denti nella stessa n.

Se la Tu' e trasformata proiettivamente nella tz dalla

proiettivita Q, la Q fara corrispondere ad M, N due ele-

menti M', N' di u\ che saranno uniti per e fara cor-

rispondere ad A, due elementi A\ A\ omologhi in ti:':

ei avra dunque

MNAA, n M'N^A'A,',

E per conseguenza ( § 33 ) se S, sono due altri

elementi qualsiansi omologhi in k', si avrk

MNAA^ II M' N'BB,.



Quesla relazione non e in generale soddisfatta date-

ad ai'biti’io le it. ma essa espnme la condizione non

solo necessai-ia, bensi andie sufflciente perdid le proiet-

tivita a:' sieno proiettiTe. Infatti, se essa e soddisfatla,

la proiettivita

trasfovma evidentemente la

nella

La relazione

MN A n M' N'BB^

equivale, come sappiamo, all’ uguaglianza del birapporti

{M N A a;} = {M’ N'BB,),

quindi il resultato ottenuto si pu6 enunciare nel modo

seguente * (v. § 33)

:

La eondizione necessaria e sufflciente perohd due

proiettivitA iperbohche, apparienenft a forme dii If specie^

sieno proiettive
, d V uguaglianza dei loro invarianli

assoluti.

OssERVAZioNE. — Quando tale condizione e soddis-

fatta, si possono sempre trasformare le due proiettivitii

r una neir altra in infiniti modi, facendo comspondere
ai due elementi uniti dell’ una gli elementi uniti dell’altra,

e flssando ad arbitrio altri due elementi oniologlii

Consideriamo ora due proietiivitd parabohche', si

puo dimosti’are che esse sono sempre proiettive. Sieno

invero M ed M' i punti uniti delle proiettivita parabo-

liche 7t, risp. date nelle forme u, u', e sieno A,A^
due elementi di u corrispondenti in tc, e A', A\ due ele-
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menti di it' corrispondenti in tc'. Poniamo fra u

.

proiettivit^

Q _ (M A A^\~ \2I' A' A\)‘

li' la

essa trasforma la proiettivita parabolica

nella

(M M A \

\M MaJ

/M' iir A' \

Wil/' JIV’

dunque le tu, tt' sono proiettive, c. cL cL

OsSERVAzioNE. — L’ uivariaiite assoluto d’ una pro-

iettivitk parabolica {MMA A^ deve considerarsi come
iiguale air unita

,
ed e quindi uguale per tutte le proiet-

tivitk paraboliche.



CAPITOLO VII

Inroluzione nelle foi'ine di 1.®^ specie.

§ 36. luYoluzione. — Data in una forma di 1 .®' specie ««

una proiettivitJi to, non arviene in generate che essa equi-

valga alia sua inversa, cio6 che sia (o = to-A Invero se

A, A' sono element! corrispondenti in w, la w pu6 consi-

devarsi come deflnita dalle terne corrispondenti A A S

,

A' A" B', dove A", B, B' sono certi altri elementi della

/A. A! \

forma, ed allora si vede che la w 5

(

A' A'^ T^\

A A' Bj
^ diverse da A .

Se, invece di parlare di una sola forma, si conside-

i\ana due forme di specie u, u' sovrapposte, riferite

mediante una proiettivita w, si puo dire che un elemento A

della forma, considerate come appartenente alia u ih un

corrispondente A' in u' (suo omologo in to); considerate

invece come appartenente ad u\ dh in generale un diverse

corrispondente A^ (suo omologo mto'^^).

Definizione. — In una forma di I.®" specie una pro-

iettivita non identica, die coincida colla sua inversa, dicesi

proiettivita involiitoria o invohizione.
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Se, invece di parlare di una sola forma, si parla di

due forme di 1.^ specie sovrapposte u, zt\ in involuzione,

non Yi e luogo a distinguere Tuna forma dall’altra, giacclie

ogni elemento considerato come appartenente ad ti o ad

u' da. in qnesto caso, lo stesso corrispondente.

OssERVAZiONE. — NoD si pu6 parlare di involuzione

tra forme di 1.^ specie distinte.

Invece di esprimere la condizione perclie una proiet-

tivita 0) sia involutoria, colla relazione

0) ^ 0)^ 1
,

essa SI puo esprimere colla relazione equivalente

la quale afferma die la ripetizione della proiettivita to

produce V identity, vale a dire die : se in una proiettivifa

involutoria co (posta in una forma di 1.^ specie) ad un

elemento A corrisponde A\ anche ad A' cornsponde A;
cioe 1 due elementi A^A' st corrispondono m doppio modo.

Per effetto di questa corrispondenza in doppio modo non

VI e luogo a distinguere nella coppia AA il primo ele-

mento dal secondo (ci6 die avviene invece se la o) non e

involutoria); cosl P involuzione puo riguardarsi come una

serie di infinite coppie (analoghe ad A A) tale che ogni

elemento della forma appartiene ad una coppia,

Una coppia di elementi, che si corrispondono (in doppio

modo) in una involuzione, si dice una coppia di elementi

coniugaii nelP involuzione.

In una qualunque proiettivita non ellittica, data in una

forma di 1,^ specie, esistono coppie di elementi omologhi

(coincidenti), che si corrispondono in doppio modo, e sono

quelle costituite dagli elementi uniti.

Sussiste ora Timportante

Teorema. — Se in una forma di 1 ,^ specie d data

una proiettivitd w, nella quale due elementi distinti si

corrispondono in doppio modo, altrettanto avviene per
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og^ii alira cojjpia ch elemenli omologhi, ciod la proxetti-

vitci (} ima imoluzionc

Sieno elenienti distinti, che si comspondono in

doppio modo in w, e sia BB un’altra coppia qualunque di ele-

meiiti omologhi ; allora la » pu6 ntenersi mdividuata dalla

cori'ispondenza delle terne AA'B, A'AB, ossia (usando

della solita notazione) m =

Ora si ha (§ 33).

AA'BB' n A'AB'B,

questa relazione siguifica appunto che a S' corrisponde B

nella proiettivita m r ^ , dunque B, B si corri-

spondono in doppio modo.

Essendo B B una qualunque coppia di elementi omo-

loghi in Cl), la 0) e un’ mvoluzione, c d.d.

CoROLL-iRio. — In una fortna dt prima specie u

esiste uua involuzione alia quale appartengono due date

coppie di elementi coniugati (senza elementi comunij, di

Old una alnieno costituita da elementi distinti.

Se nivero A A', BE sono le coppie date e non e

A = A', r mvoluzione m cm A, A! e B, B sono coniugati e

la proiettivita perlettamente determinata . nella

quale necessariamente a B' corrisponde B. La proposizione

enunciata verra estesa fra poco al caso m cm ambedue

le coppie sieno costitmte ciascuna da elementi coincident!

(distinti fra loro).

§ 37. Sense d’una involnzione. — In una forma di

1.®’ specie u .sia data una iiivoluzione w, nella quale le

coppie di elementi (distinti) A A'
, B B sono coppie di

elementi coni ugati. Essa fa corrispoiidere al segmento ordi-

iiato ABA' della forma, il segmento ordinato A' B' A.



a) Suppomamo dapprima che B,B' separino JL, J.':

alloi’a i due segmenti A B A', A' B' A sono coniplemen-

tari e pero hanno lo stesso sense; quiiidi la proiettivitk

involutona w h concoi’de.

Ogm altro elemento C del segmento ABA' ha il

suo coniugato O' nel complementare, quindi C, O' non pos-

1 1 1 1

: r sono coincirlere e debbono se-

ii A C B A' O' B' pai'are A, A'. Accade perci6

che al segmento 0 A O' di u coinusponde m w il segmento

complementare O' A' 0, e pero anche 0 C, ed ogni altra

coppia di elementi coniugati in to, si separano.

Dunque, se due copp'e di elementi coniugati in to si

separano, altrettanto accade per due altre coppie qua-

lunque di elementi coniugati in essa. e la to e una invo-

luzione concorde.

Viceversa, se la to e concorde, i due segmenti ordinati

corrispondenti A B A' , A' B' A hanno lo stesso senso e

perd sono complementari, onde B,B' separano Allora

la to non pud avere elementi umti.

h) Suppomamo invece die le coppie ylJ.', B B'
non

si separino. Allora al segmento ordinato ABA' corri-

sponde A' B' A, che e il medesimo segmento ordinato in

senso inverso, quindi la to d discorde.

Percio vi sono in to due elementi uniti (distinti), che

diconsi gli elementi doppi della inToluzione.

Segue che: se, in to, due coppie di elementi coniugati

non si separano, due qualunque altre coppie di elementi

coniugati non si separano e la to e discorde iperbolica;

altrimenti si sarebbe nel caso a) e la to risulterebbe

concorde.

Deduciamo il

Teorema. — In una forma di If specie una invo~

luzione d concorde ed elhttica o discorde ed iperbolica,

secondochd due coppie di elementi coniugati di essa si

separano oppur no.
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Pi-endendo due coppio die si separano, o vicerersa, si

determina un’ involuzione I'lspettivamente ellittica o iper-

bolica, cio die diniostra I’effetliva possibilita del due casi.

Non esistono proiettivitk involutone paraboliche

,

poidie esse sarebbero concordi e un’ involuzione Con-

corde e elJittica.

OssEKVAZioxE — Facendo il confroiito tra i i-isul-

tati ottenuti iii questo § e quelli del § 31, vediamo che

mentre il senso (cioe 1’ essere Concorde o discorde) non

basta in geuerale a deciders della esisteiiza di puiiti uniti

in una proiettivitb,, traiine in un caso (cioe quando la pro-

letlnita e discorde). esso basta sempre per 1’ mroluzione.

Dimostriamo ora il

Tborema. — In una forma dt i.®' specie due tnvo-

Imioni, di cut una almeno sia ellittica, hanno semp-e

una coppia oomune.

Riferiamoci ad una punteggiata.

Si considerino, sopra una retta u, due involuzioni w, T.

Un punto qnalunque Y della retta avrb. come comugati

rispetto ad (i), T, due punti X, X\ e quest! due punti

(al variare di Y) si corrisponderanno nella proiettivita

( !F(i)- * Tu. Ora se tale proiettivit^ ha un punto

unito r. questo ha lo stesso coniugato U' rispetto alle

due involuzioni, e preso insieme ad U' costituisce appunto

una coppia comune alle due involuzioni u, T-, la proiet-

tivitk noininata ha allora come punto unito anche Z7',

Cio posto supponiamo che una delle due involuzioni,

p. e. la Cl), sia ellittica ( concords ), e distinguiamo i due

casi in cui la T sia iperbolica (discords), oppure ellittica

(concorde).

a) La T sia iperbolica.

Le involuzioni o), T avendo senso opposto, la proiet-

tivith prodotto Tin 6 discorde, essa ha dunque certo due

punti uniti (§31), i quali costituiscono la coppia comune
alle involuzioni w, T.
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b) La T sia ellittica.

La proiettivitk prodotto Tui e in questo ca^o Con-

corde, ma pure essa amineite ancora due punti umti che

formano la coppia comune a co, T.

Per dimostrare 1’ efFefctiva esistenza dei nominati

punti uniti, basterk costruire un segmento della retta u,

cui corrisponda, nella detta proiettivita, un segmento

interne (§ 19).

Consideriamo percio il punto Z coniugato di X' in w. ed

il punto Z' coniugato di X iii T, allora potremo scrivere;

I I I r
Y Z' X’ X

ti)

T =

(Y X X' Z\
\X Y Z X')

(Y X' X Z'\

\X' Y Z' x)

Ora le coppie X Y, X' Z, coniugate nell’ involuzione

ellittica u, si separano, e similmente si separano le coppie

X' Y, XZ' coniugate in T. Si deduce che nell’ ordine

naturale {Y X' X) della I’etta u, i punti Y,Z',X,'X,Z
si susseguono nella disposizione scritta, e pero il segmento

Z' X' che non contiene Y e interne al segmento Y X
che non contiene Z. Ma al secondo segmento corrisponde

appunto il prime nella proiettivith T (o =
(

^ Y X\
Y Z' X-)'

Ecco dunque costruito un segmento di u cui corri-

sponde nella detta proiettivith un segmento interne, come

era richiesto. Ci6 dimostra il teorema enunciate.

§ 38. Livoluzioni iperholiclie. — Si ha il

Teorema. — In una forma di I?’ specie gli ele-

menti doppi di una mvoluziorie iperholica to separano

armomcamente le coppie di elementi comugati.

Sieno M, N gli elementi doppi di to, ed A, A’ due

elementi comugati distinti di essa. In to al gruppo di
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quattro elementi comsponcle il gruppo il/iVA'A;

quindi

A' n MN A' A,

e pero (§ 33) il gi’uppo {AI A A'} e armonico. odd
Cio si espi’ime anche dicendo: * L’ invariante asso-

luto d’ una mvoluzione iperbolica e — 1

.

CoROLL-VRio — Dah, in u, gli elementi doppi M, N
(disiinti) di una mvoluzione w, guesta e defmita e si

costi'uisce determinando di ogni elemento il coniugato

nrmomoo rispelto ad M, N.

Combinando queslo corollai'io con qiiello del § 36

SI ha.

In una forma di lA specie u esiste una involuzione

a cm appartengono due coppie di elementi conmgati

distinti 0 comoidenti, senza elementi comuni.

Segue che : date in u tre o pin coppie di elementi

(distinti 0 coincidenti) ad arbitrio, esse non appartengono

in generate ad una involuzione; se questo avviene si dice che

le dette coppie sono in involuzione o che una di esse e in

involuzione colie altre. Se, in u, due coppie di elementi

sono in involuzione ciascuna con due medesitne, le quattro

coppie sono in mvoluzione, ecc.

OssERVAZioNE 1.^ — Dire che una coppia di elementi

distinti AA' h in involuzione con due coppie, ciascuna

costituita di elementi coincidenti MM, NN

,

e lo stesso

che afferniare che M, N separano armonicamente A. A’.

OssERVAzioNE 2.^ — Ricordando il risultato del § 20,

possiamo ora completare ci6 che k state detto nel § pre-

cedente intorno alia coppia comune a due involuzioni

,

enunciando che:

In una forma di lA specie, due involuzioni iperbo-

liohe, dotate di elementi doppi tuiti distinti, hanno o non
hanno una coppia comune. secondo che i Iwo elementi

doppi non si separano o si separano.
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Se le due mvoluzioni hanno un elemento doppio

comune, questo costituisce la coppia ad esse comune.

§ 39. — Teorema del quadrangolo. — Sussistono i

seguenti teoremi covrelativi nella geometm piana:

Nel piano

le tre coppie di Uiti opposlt le ire coppie di verhoi oppo-
di im qitadrangolo completo sit di un quadrilatero com-
segano una retta, non ap- pleto sono proiettate da un
partenente ad alcun veriice punto , non appartenente
del quadrangolo, secondo ad alcun laio del quadn-
tre coppie dt punii in invo- latero, secondo ire coppie
luzione. di raggi in involnzione.

Basterk dimostrare il teorema a sinistra.

Sia HGEF il

quadrangolo. u la ret-
/ /

ta segante, e AA',BB', \ / / y
C C le tre coppie di

\l^punti sezioni di u ri-

spettivamente colie ''

coppie di lati opposti

HE, QF\ HG, EF.
EG, HF. Una di

-

7
tali coppie (senza ele- ^ A. yy

ment! comuni) p. e.

A A', sark costituita di punti distinti. Cif) posto conside-

riamo il punto Q = F 0 . EH, che e un punto diago-

nale del quadrangolo.

Si ha

AA'HC n AQGF
(essendo un gruppo proiezione dell’altro da E)\

AQGF IL A^A'CB

(essendo un gruppo proiezione dell’altro da E).
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Inoltre (pel § 33)

AA'CB ll A'ABC,

quindi

AA'E'C' II A'ABC.

/AA'B\
Ora la proiettivita ( nella quale si corri-

spondono le coppie A A', A'A,BB', CC' e un’involuzione

pel teorema del § 36.

Old dimostra il teorema.

Si enunceranuo per esercizio i teoremi correlativi

del precedenti, nello spazio, e si iioteranno i casi partico-

lari in cui la u passi per un punto diagonale o per due

Ijunti diagonali del quadrangolo.

CosTRUZioNi. — II precedents teorema fornisce una

nuova costruzione dell’involuzione nelle forme di 1.® specie.

Riferendoci, per esempio, alia punteggiata it, su cui

sia deflnita un’ involuzione mediante due coppie di jiunti

coniugati AA' , B B, si pud costruire in essa il coniu-

gato C di un punto

di Cu nelsegueiite

modo

:

Si conducano

per A, B, C tre

rette fuori di u, in

un piano
,
che for-

mino un trilatero

avente per vertici,

rispettivamente

opposti ad essi, i

punti L, M, N; si

unisca A' con L e

B' con ilf; 1’ intersezione K delle due rette vien proiettata

da iV su u nel coniugato C' di C.



L’ unicita del punto C costruito in tal modo, quando

si van il quadrangolo costruttore, segue anche dal teo-

rema sui quadrangoh prospetlivi ed omologici del § 11.

§ 40. * Proprieta metrielie dell’ iuToluzione iiella pim-

teggiata. — Data, in una punteggiata propria u, uiia pro-

lettivitk Tc, SI avranno in generate su u due punti (limiti)

coiTispondenti al punto all’infinito in z ed in n:"’, i quah

punti saranno propri, se it non h una similitudine (§ 29).

In tal caso essi potranno tuttavia coincidere in uno stesso

punto (proprio) 0, ed anzi cio accadrii allora ed allora

soltanto quando la proiettivita sia involutoria; il punto 0,

coniugato del punto all’ infinito nell’involuzione ir, prende

il nome di centre di essa.

Consideriamo su ti un’involuzione dotata di centi'O

proprio 0 (escludendo dunque. per ora, il caso clie essa

abbia il punto all’infinito come doppio). Sieno AA\ BB'

due coppie di punti coniugati, e si desigui con Ooo il punto

air infinito di u, coniugato ad 0. Si ha allora

ABOO^U A' B'Oo^O,

e quindi, uguagliando i birapporti dei due gruppi di 4

punti, si ricaTa:

{ABOO^) = {A' B' 0^0),

ossia

AO _ Bf 0
BO ~~

A' O'

quindi

AO.A' 0= B0,B'0.

Dunque: Il prodotto delle distance di due punli

coniugati dal centra (proprio) delV invohmone d una

costante, che dicesi costante dell’ involuzione.

Questa relazione rientra del resto in quella piu gene-

rate dimostrata (nello stesso modo) in fine al § 34.
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chiavo poi che, viceversa, essa esprhne una pro-

prietfi metnca carattei'ibtica per I’lnvoluzione.

Indicata con k la costanle di una involuzione, il suo

segno Cl da il senso di esso. se li e positiva, I’lnvoluzione

stessa e discoide e si hanno due punti uniti il/. N di cui

0 e punto medio . in tal caso

k = — 'oWk

L’ involuzione su u appare completamente diversa, sodto

r aspetto metrico, quando il punto all’ infinite e un punto

doppio. vale a dire quando essa o una similitudine (§ 29)

Invero, su u, una st/mMtudhie involutoria, d sempre una

snmmetria rispetto ad un centro, generata dal nbalta-

mento di u attorno ad esso

Infatti, se 0 e 1’ ultenore punto doppio della involu-

i
1 1

zione noininata, esso, insieme

A 0 -di al punto all’ infinite, separa

armonicamente ogni coppia di punti omologi AA\ onde

OA = — OA'.

stato avvertito d’altra pai*te (§ 32) che la simme-

tria rispetto ad un centro e Tunica specie di congruenza

inversa che si possa avere in nna punteggiata propria.

O.SSERVAZIOXK. — Ncl § 32 avevamo caratterizzato dal

punto di vista grafleo le congruenze dirette sopra una

punteggiata come « proiettivitk paraboliche col punto

unite improprio »: qui nsuUano caratteriszate le eon-

(jruenze inverse (simmeirie) come « tnvoluziom con un

punto doppio all' infinilo ».

Dalle cose dette risulta una notevole generazione

metrica delT involuzione nelle punteggiate, mediante fasci

di cerchi.

Ricordiamo dalla geometria elementare che due cerchi

d’ un piano individuano sempre un asse radicale, luogo dei

punti di ugualpofe)? 2(2 rispetto ad essi (cioe, riferendoci alia

1 figura della pagina seguente, luogo dei punti 0, per cui

OA.OA'= OB. OB')
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Questo a&se radicale e la retta congiungente i due

punti d’incontro dei due cei*chi, se questi s’ incontrano; e

la tangente comune se si ioccano. epuo essere determinate

in tutti 1 casi come la retta perpendicolare alia congiun-

gente 1 centri C7, C' dei due cerchi di raggi r, /, nel

punto i), le cui distanze da (7, C sono tali che

Si avverta che I’asse radicale di due cerchi concen-

trici h la retta all’ inflnito del loro piano, e viceversa.

Ricordiamo inoltre che, dati due circoli, ve ne sono

inflniti altri, che insieme ad uno di essi danno come asse

radicale I’asse a dei primi due; essi formano un fascia

di circoli che ha come asse radicale la retta a.

Questo fascio e determinato indifferentemente da due

qualunque dei suoi circoli. Per ogni punto del piano che
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non sia comune a tutti i circoli di uii lascio (cioe cli©'

non sia un punto hase) passa un circolo di esso.

Se due circoh hanno comuni due punti, questi sono

punti base del fascio determinate dai due circoli, ed il

fascio e costituito da tutti \ circoli passanti per i due punti.

I centn dei circoli d’un fascio stanno sopra una

retta perpendicolare all’ asse radicale, ecc.

ClO pOStO, SI

consideri nel piano

un fascio di circoli

di asse radicale r,

e SI consideri una

retta a non pas-

sante per un punto

base del fascio. Sia

0 - ar, e suppongasi dapprima che 0 sia proprio ;
sieiio

A A', BB due coppie di punti segate su a da due cerclii

del dato fascio. Essendo r 1’ asse radicale dei due cerchi,

si ha OA. 01!= OB, OB'.

Dunque su a le coppie AA' e BB' appartengono ad

una involuzione avente come centro O', a tale involuzione

appartengono similmente tutte le coppie segate dai circoh

del fascio sulla retta a.

Suppongasi ora che

0 sia improprio, cioe

che le rette a, r sieno

parallele, oppure che la

r sia impropria; allora

si consideri la retta r'

perpendicolare ad r che

contiene i centri dei cir-

coli dei fascio, e sia O' la

sua intersezione con a.

II punto O' e punto medio di tutte le corde inter-

cette su a dai cerchi dei fascio (che incontrano a); quindi
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le coppie segate da tali circoli appai’tengono ad una sim-

metna di centro O'

Possiamo quindi enunciare il teorema:

Segando i circoli d' tin fascio eon itna retta a del

siio piano^ non passante per un pnnto base, si oUengono

le coppie d* nna inx)Olu%ione, che ha come centro V inter-

sezione della retta stessa colV asse radicale del fascio, e,

nel caso particolare che queste due rette sieno parallele, e

una simmetria rispetto al punto sezione di a colla per-

pendicolare contenente i centri dei circoli del fascia,

E chiaro che ogni involuzione sopra una retta a puo

considerarsi come

ottenuta in tal mo-

do. Invero se AA!,

BB' sono due cop-

pie di un’ involu-

zione 0) su <7 (cop-

pie che mdividuano

0)), SI possono con-

durre ad arbitrio

per AA e nspettivamente per B B' due circoli, segando

con a il fascio K di circoli determinate dai due nominati, si

ottiene appunto 1’ involuzione o). Si osservi che puo anche

farsi sempre in modo che il fascio K abbia due punti base.

CosTRUziONi. — L’ osservazione precedente permette

una nuova costruzione delP involuzione co su a, Invero il

coniugato di un punto C si puo ottenere, costruendo il

circolo del fascio K, che passa per (7, e determinandone

r ulteriore intersezione C' con a,

§ 41.’^ Cougruenze involutorie nel fascio* — Cer-

chiamo nel fascio (proprio) U di raggi (e analogamente

si direbbe pel fascio di piani) la condizione perche una

congruenza sia involutoria.

Una congruenza diretta equivale ad una rotazione in

un dato senso, di un certo angolo a, del fascio U su s6
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stesso (efr. § 32). Se tale congruenza deve essere involu-

loria, occorre che la rotazione dell’ augolo 2 % sovrap-

ponga ill U ogiii raggio a se slesso, cioe T angolo 2 a deve

essere un multiple di due angoli retti [2 a r 0 (mod. tu)].

Se la data congruenza non e identica, essa equivale dunque

ad una rotazione di un angolo retto del fascio TJ su se stesso.

La congruenza mvolutoria cosi generata si puo defl-

Hire come la corrispoudenza m cui ad ogni raggio corri-

sponde il raggio perpendicolare in Z7.

Questa si chiama V involuzione degli angoli retti in U,

Tall cose possono ripetersi analogamente pel fascio

In un fascio (proprio),

una congruenza diretta in-

volutoria d V involuzione

degli angoli retti,

Inrece si ha:

In un fascio (proprio)

ogni congruenza inversa d

im*olutoria^ poiclie tale con-

gruenza e una simmetria

rispeuo ai due element! doppi ortogonali (§ 32).

Stante il resultato del § 36, una involuzione data in

un fascio, diversa dair involuzione (elhttica) degh angoli

retti, avrii con questa una coppia comune. Si ottiene cosi

la seguente proprieta:

In un' involuzione di un fascio proprio esiste

sempre una coppia di elementi (raggi o piam) coniugati

oriogonah: questa coppia ^ unica, se la data involu-

zione non d quella degli angoli retti,

Nel piano, segando colla retta all’ infinite le iiivolu'-

zioni degli angoli retti di tutti i fasci di raggi, si ottiene

una determinata involuzione che dicesi la involuzione

assoluta del piano (congruenza involutoria diretta sopra

la retta impropria). Questa e la corrispoudenza biunivoca

tra le direzioni ortogonali del piano.

di piani. Si ha dunque

:
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Teiieiido presente un resultato del § 29 si avra

Una proiettivitci tra due punteggiate unproprie c una
congruenza, allorchd fa corrispondere alV involuzione

assoluta sulVuna. V involuzione assoluta sulV ultra;

perche ci6 accada basta anzi si sappia che a due coppie di

punti coniugati iiella prima involuzione corrispondono, per

effetto della proiettivita noniinata, due coppie di punti coniu-

gati nella seconda. Invero tali condizioni portano che due

qualunque fasci propri di raggi proiettanti le punteggiate

risultino congruenti.

§ 42. Ceniio suUe proiettivita cicliclie. — Se si lia in

una forma di 1.^ specie una proiettivita tc. si possono consi-

derare le proiettivita = tt . tt, = tc- • tc che nascono

dalla ripetizione della tu

In generate si ottiene cosi da un punto A (non unito)

una successione infinitadi punti corrispondenti in 7^,7^:^7c^

punti che designeremo con A\ A'\ A"\ ... A^^ . ..

Ma puo avvenire che sempre il punto A^^ comcida

con A, vale a dire che sia T identity, cio che s’mdica

scrivendo

Se ci6 avviene per un certo valore di n, si dice che

7z e una proiettivitd ciclica d’ ordine n e che i gruppi

analoghi ad AA A",„, A^-^ sono i cicli di essa. Le

proiettivita cicliche di 2.^ ordine sono le involuzioni.

Si puo dimostrare che itna proieitimtd di una forma
di 1?^ specie d ciclica d'ordine n > 2 56? ha un elemento

unito, che non sia unito per tt, cioe se A'^ coincide con A,

Si pud anche vedere che le proiettivita cicliche d’ or-

dine n > 2 sono ellittiche.

’^Non vi sono sulla retta congruenze dirette cicliche.

2 %
Nel fascio, una rotazione dell’angolo a = genera

una congruenza diretta ciclica, d’ ordine n.



CAPITOLU VIII

Proiettivita tra forme di 2.^ specie.

§ 43. Defiuizioni. — Due piani si dicono omografici^

allorche sono riferiti in modo die ad ogni elemento

,

punto 0 retta. dell’ uno, comsponda un elemento, rispet-

tivamente punto o retta, dell’ altro, in guisa die ad un

punto e ad una retta d’un piano die si appartengono

corrispondano seinpre nell’ altro un punto e una retta

die si appartengono.

Si dice omografta la corrispondenza die intercede

Tra due piaiii omografici. Si puo avere un semplice esem-

pio d’omografia fra due piani, considerando la corrispon-

deiiza {prospettiviid). die iiasce proiettando un piano

suir altro da un punto esterno.

Un altro esempio di omografia tra due piani si ha

operando sopra uno dei due piani un movimento (nel

senso della geometria elementare), in guisa da sovrapporlo

air altro piano, e considerando come corrispoiidente ad

ogiii punto del primo piano la nuoTa posizione da esso

assunta

Un’ omografia fra due piam si pu6 considerare come
una corrispondenza biunivoca soltanto fra i punti di due
piani (o soltanto come una corrispondenza biunivoca fra
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1 due piani rigati). Sussiste alloi’a la proprietk fondamentale

che : mentre un pimfo si muove in un piano descrirendo

una retta, il cornspondenie si muove nelV altro piano

descnvendo esso pure una retta (la I’etta connspondente

alia nominata)

Allorclie sono dati due piam a, a! si pu6 in infiniti

niofli pensare una comspondenza biunivoca fra i punti

deir uuo e i punti dell’ altro
; ma una tale corrispondenza

non e in generale un’omografia. Se invero si fa muovere

un punto P nel piano a descrivendo la retta p, il puiito

corrispondente P in a' non descriverk in generale una

retta, ma (ammessa la continuita) una curva qualsiasi. Il

fatto che P descriva una retta quando P descrive una

retta in a e appunto ci6 che caratterizza la speciale cor-

rispondenza fra due piani detta « omografia ». Invero, se

tale condizione si suppone realizzata, si puo riguardare

come corrispondente di ogiii retta p del piano a la retta

p', luogo del punti omologhi di p in e si ha allora

die ad ogiii elemento, punto o retta, di «, cornsponde un

elemento dello stesso nome in a', e ad un punto e una

retta di a die si apparteiigono corrispondono in a' un punto

e una retta che si appartengono.

fi ovvio fare 1’ osservazione correlativa alia prece-

dente, osservazione che per brevitk omettiamo.

Due piam si dicono reciproci o correlativi allorche

sono riferiti in modo, che ad ogni elemento, punto o retta.

deir uno, corrisponda un elemento di nome diverse, rispet-

tivamente retta o punto, nell’ altro, in guisa che ad un

punto e una retta d’un piano, che si appaidengono, eor-

rispondano nell’ altro piano una retta ed un punto che

del pan si appartengono.

Si pub considerare la reciprocitd (dob la nominata

corrispondenza) fra due piaiii, come una corrispondenza

fra gli element! (punti) di un piano punteggiato e gli ele-

ment! (rette) di un piano rigato; questa corrispondenza
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gode iilloi'a della propneta foiidamentale e caratteristica

seguente . « menti-c un panto si muore nel primo piano,

desci'ivendo nna i-elin, la retta omologa nelV altro si

rniiove passando sempre pe,‘ un punto fisso. » In forza

(h ([uesta propi'ieta (che per una corrispondenza qualsiasi

puo non essere soddisfatta) anche ad ogni retta del 1.®

piano viene a corrispondere uu punto del 2°, ecc.

OSSERVAZIONE. — Cio clie SI deve contrapporre per

duahta aU’omografia fra due piani e ancora Tomografla:

se ><1 considera la prima omografla come esistente fra i

due piani punteggiati, le si contrapporrk la considerazione

deU’ornografia stessa come esistente fra i due piani rigati.

Cio die si deve contrapporre per duahta alia reci-

procita o correlazione fra due piani, e ancora la reci-

procitir se una volta essa si riguarda, come posfa fra un

piano punteggiato e un piano rigato, si riguardera I’altra

Aolta come posta fra un piano rigato e un piano pun-

teggiato.

Le definizioni date di omografia e reciprocity si tra-

sportano subito alle stelle.

Due stelle si dicono omogi’aftche, se ad ogni retta e

ad ogni piano dell’ uno corrispondono rispettivamente una

retta e un puno dell’ altra, con la condizione che se i

due elementi norainati della priina stella si appartengono.

lo stesso avvenga dei corrispondenti nell’ altra.

Due stelle si dicono reciproche o correlative, se ad

ogni retta e ad ogni piano dell’ una corrispondono reci-

procanieiue iiell’ altra un piano ed una retta, con la con-

dizione che ad elementi (retta e piano) dell’ una, che si

appartengono, corrispoiidano nell’ altra element! (piano e

retta) che si appartengono.

Infine si pud considerare anche V omografia fra un

piano ed una stella, ciod la corrispondenza fra gli ele-

menti, punti e rette del piano, e gli elementi, rette e

piani della stella, dove ad elementi (punto e retta) della
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Stella, che si appartengono . coiTispondono elementi iiel

piano die pure si appartengono. Similmente si ha la,

recipTOcitd fra un piano ed una Stella, quando ad ogni

elemento, punto o retta del piano, coirisponde un ele-

mento, rispettivamente piano o retta, nella stella, e ad

elementi nel piano che si appartengono corrispondono

nella stella elementi che si appai'tengono.

L’ omografla o la reciproeita ,
secondo cio che e

stato notato ditFusamente per 1’ omografia fra due piani,

puo riguardarsi come una corrispondenza biunivoca fra

gli elementi di due forme di specie, dove agli elementi

di una forma di 1.* specie nell’una corrispondono nel-

r altra elementi di una forma di 1.^ specie. Sotto questo

aspetto r omografla e la reciproeita si presentano sotto

un aspetto unico; la differenza sta solo nel nome diverse

degli elementi corrispondeniisi nelle due forme che s’ im-

maginano rifente. Appunto percid si ahbracciano 1’ omo-

grafla e la reciprocity sotto il nome comprensivo di

proietlivitd (fra piani e stelle o fra forme di 2.*^ specie).

Si puo dire;

Due forme di Sf specie sono proieitive, alloi'cM

sono rifente in modo, che a ciascun elemento dell’ una

corrisponda un elemento delV altra, con la condizione

che ad elementi di una forma di If specie nelV una

corrispondano elementi di una forma di If specie

(omologa) nelV altra.

Dalle defliiizioni date segue subito che : Due forme di

2f specie proieitive ad una terza sono proiettive fra loro.

Due forme di 2f specie omografiche ad una 3f

sono omografiche fra loro.

Due foi'me di 2f specie reciproche ad una 3.^

sono omografiche fra loro.

Due forme di 2f specie, una delle quah d omo-

grafica e V altra d reciproca ad una medesima, sono

reciproche fra loro.
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(iuesle proposizioiu si possono anclie raccogliere iiel-

r enunciato*

11 pruduito dt due proiethvdd tm forme dtS^ specie

una proieVvoitd , e precisammte nn’ omografia o uim

eorrelanone. seoondocM le pti'OieUitiid componeiifi sono

dcUa slessa natura o di nalura diversa.

Se due forme di S.** specie sono nferite fra loro m

inodo die si pass! dall’ una all’ altra con un numero

finito di proiezioiii e sezioni, esse sono omograficlie. La

proposizione inversa e pure vera come si polrebbe dedurre

dai resultati die seguoiio.

§ 44 . Teoreina fondamentale. — Nello studio della

proieitivita tra due forme di 2f specie possiamo sosti-

tuire eventualmente alle stelle dei piani prospettivi (loro

sezioni) e quindi limitarci a considerare la proiettivita

(omografia o reciprocitii) tra due piani Cosl farenio ap-

punto nel seguito. almeno generalmente.

Coiisideriamo ilue piani omogi’afici a e a', ed in essi

due rette omologhe

p, p . Mentre un

punto P si muoTe

su pi- if corrispon-

dente P' si muove

su p': iiasce cosi

fra le due rette

p, p' una corri-

spondenza biuiii-

Yoca. facile ve-

dere che questa corrispondenza e una proiettivita. Basta per

questo (rifereiidoci alia definizione) mostrare die a 4 punti

Pj P„ P
3
Pj di p, formanti un gruppo armonico, corrispon-

dono su p' 4 punti P^F^P^P\ formanti del pari un gruppo

armonico. Ora si consideri un quadrangolo ABCB costrut-

tore del gruppo armonico P^P^P^P^ (vedi flgura). ad esso
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corrispoiide nel piano a' un quadrangolo A! B G' D', di

cui due lati passano per P,, due per P^. uno per P,,

uno per esso prova che ii gruppo P'j F^ P'3 P'4 e

armonico, c d.d.

Abbiamo dunque il teorema fondamentale nella teoria

deir omografia di due piani

:

In due piani omografici due punteggiate omologhe

sono proiettwe.

E nello stesso modo (fatte le convenienti sostituzioni

di parole nel ragionamento precedente) si dimostra che:

In due piani reciproci una punteggiata d proiettiva

al fascio di raggi omologo.

0 piu generalmente

:

In due forme di specie proiettive, forme di

specie omologhe sono proiettwe.

La proiettivith che risulta cosi definita tra le nomi-

nate forme di 1.^ specie omologhe, dices! suhordinata di

quella data tra le forme di 2®' specie

§ 45 . Determinazione della proiettivit^i tra forme di

2.“^ specie. — II problema capitale della teoria della proiet-

tivita tra forme di 1.®' specie era quello di assegnare come

possa esser posta e determinata la proiettivita fra due

forme; lo stesso problema compare qui per le forme di

2.®' specie.

Cl riferiamo al caso di due piani e cominciamo a

parlare dell’ omografia.

Sieno a, a' due piani omografici, AA', BB due coppie

di punti di essi che si coriuspondono nell’ omografia. I

fasci di raggi A, A' e cost i fasci P,P'sono proiettivi; al

raggio AB considerato nel fascio A 0 in P corrisponde

ugualmente il raggio A' B.

Un punto qualunque P del piano a, fuori della retta

A B, pu6 essere determinate come intersezione delle rette
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PA, PB. ed alloi'a il suo corrispondenle P' vieiie detei‘-

minato come m-

tersezione delle

rette omologhe

alle nominate

nelle pnoiettivitii

tra 1 fasci A, A'

e B,B'' Una netia qualsiasi p descritta da P in a, non

pa<ssanle per A o B, puo nguardarsi come luogo dei punii

d’ intersezione dei raggi omologhi di due fasci prospettivi

B. stante la proiettivita tra A, A' e B, B', dove al

raggio JS corrisponde ugualmente A'B', i fasci A', B' risul-

tano (proiettivi col raggio A' B' unito quindi) prospettivi,

0(1 il luogo delle mtersezioni dei raggi omologlu e la

retta p', corrispondente alia p, descritta dal punto P'.

(iueste osservazioni dimostrano che I’omografla (sup-

posta data) tra a, a' e completamente determinata dalla

proieitnitk tra le coppie di fasci A. A' e B,B'.

Ora prendiamo ad arbitrio, in un piano a, due fasci

di raggi A.B, iii un piano a' due fasci A',B', rispettiva-

meiite proiettivi ai primi, in modo die al raggio AB cor-

risponda ugualmente (nelle due proiettivita) il raggio A'B'.

Si domanda se si potrS, porre tra a, (x! un' omografla . in

cui si corrispondano le coppie di fasci nominati secondo

le proiettivitii flssate.

La risposta e affermativa

L' omografla in questione si ottiene iiifatti facendo

coiTispondere

:

1) ad ogni punto P di a, fuori di AB, il punto

P di a' sezione dei raggi corrispondenti a PA, PB,
rispettivamente per A' q B'\

2) ad ogni retta p descritta da P in a (non pas-

sante per A o B)

,

la retta p' descritta da P' in ot!

,

luogo delle mtersezioni dei raggi per A', R, corrispondenti

ai raggi proiettanti da A, Bi punti di p (i fasci A', B' cosi
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riferiti proietti’samente ai fasci prospettivi A,B risultano

pure prospettivi tra loro, perche al raggio A B corrisponde

sempre A' R)

;

3) ad ogni punto P della retta AB (fuori di A, B)

il punto P' intersezione di A '5' colla retta p' corri-

spondente ad una qualsiasi retta p (diversa da AB) per P.

Questo punto infatti non varia mutando la p per P,

giacche a due rette del piano u che s’lncontrano in un punto

fuori della retta A' B' corrispondono setnpre due rette di a

che s’ incontrano in un punto (il quale si costruisce colla

costruzione 2) )
fuori della retta AB, e per conseguenza due

qualsiansi rette di a che s’incontrino su A S (in P) corri-

spondono a due rette di cc che s’ incontrano su A' B\ ossia a

due rette che incontrano A' B' nel medesimo punto (P')-

Mediante le costruzioni 1), 2), 3), viene posta tra i

punii e le rette dei piani a, a' una corrispondenza biuni-

voca, nella quale ad un punto e ad una retta di un piano

che si appartengono corrispondono nell’altro piano un

punto e una retta che parimente si appartengono. Le

costruzioni assegnate pongono dunque tra i piani a, a'

un’ omografia ben determinata nella quale i fasci A, A' e

B, B' si corrispondono secondo le proiettivita fissate, fa-

centi corrispondere ugualmente al raggio AB il raggio A'B\

E pero siamo condotti al teorema:

Tra due piani esiste un'omografia determinata nella

quale si corrispondono due coppie di fasci di raggi

secondo proiettimtd fissate adj arbitrio, colla condizione

che al raggio comune at due fasci di un piano corn-

sponda ugualmente il raggio comune ai due fasci del-

V altro piano

Ora si possono tradurre per dualita i ragionamenti

precedenti, sia relativamente a tutti e due i piani, sia

relativamente ad uno solo.

I resultati che si ottengono permettono di determinare

r omografia tra due piani mediante due coppie di punteg-
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giate proiettive, o la correlazioiie niediaiite la proiettivita

Ti'a due punteggiate e due fasci. Ecco 1’ enunciate com-

prensivo die tutti li riassume;

Tra due forme di 2.^ specie esiste una pi'Oiettivitd

delerminata, in cui si oorrispondono due coppie di forme

di 1 specie proiettive, dove sieno omologhi gli elemenli

rispettivamente comuni alle due coppie.

Giova porre questo teorema sotto un’altra forma.

Itiferiamoci
,

per semplicita di linguaggio, al case

d’ un’ omografla fra due piani punteggiati ed enunciame

pel il nsultato generale.

Si abbiano nei due piani a, a' due quaderne di punti

ABCD, A'B'G'l)', di cui tre non appartenenti ad una

1‘etta. Si potranno riferire omograficamente i due piam in

guisa die le coppie if il, BB. CC', DD' si corrispondano ?

Questa omografia rimarra cosi determinata?

II precedente teorema mostra appunto che a queste

domande deve darsi risposta affermativa.

Invero si considerino, per esempio, le rette AB, CJ}

e le A' B', C D e si chiamino 0, O' rispettivamente i

punti d’intersezione

di queste due coppie

{0=AB.GD,
a= A'B'. G'B').

Fissiamo fra le

rette A B, A' B' la

proiettivit^ ottiene facendo corrispondere

ad A, B, 0 rispettivamente A', B,' O', e similmente fra le

rette G JD, C Jy la proiettivitk ^
posta tra i piani a, a' un’omografla, in cui le due quaderne

di punti si corrispondono. Ma questa omografia in cui le due

quaderne di punti si corrispondono 6 unica, e quindi risulta

cosl determztata; infatti da quella corrispondenza segue
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il comspondersi di 0. 0' e quindi segue die fra le rette

AB, A' B'
e le CD, C'D' debbono intercedere le proiettivita

/ABO\ (CDO\
KA'ROT \ono')

innanzi nominate, da cui Tomografia

fra a, a' riesce definita.

Condudiamo, pin m generale, die sussiste il seguente,

Teorema. — Tra due forme di 2,^ specie esiste una
proiettimtd determinata dalla corrispondenza di 4 coppie

di elementi omologhi, purcM tra i 4 elementi ftssati in

ciascuna delle due forme non ve ne sieno tre apparte-

nenti ad una forma di specie,

OssERVAZioNE. — Si pu6 dimostrare die e sempre

possibile passare con un numero flnito di proiezioni e

sezioni da un piano ad un alti'o in modo die si corri-

spondano due quadrangoli; correlativamente si dica per

due stelle. Si pub vedere pure die h possibile passare

con un numero flnito di proiezioni e sezioni da un piano

punteggiato ad una Stella di raggi, in modo die ad un

quadrangolo del piano corrispoiida un quadrispigolo della

Stella. Da cib si dedurrebbe

Se due forme di 2.^ specie sono omografche , si

pud passare dalV una alV altra con un numero finito

di proiezioni e sezioni,

CosTRUzioNi. — La costruzione dell’ omografla fra due

piani b stato il punto di partenza delle nosti'e conside*

razioni. Noi abbiamo esaminato particolarmente il case in

cui Tomografia e definita mediante 2 fasci proiettivi corri-

spondenti, dove si corrispondono i raggi comuni. Non vi e

nessuna difficoltk a sviluppare la costruzione correlativa

deH’ornografia tra due piani, partendo da due coppie di pun-

teggiate proiettive omologhe , e cosi facilmeiite si possoiio

sviluppare le analoghe costruzioni della reciprocita, ecc.

E se r omografia o la recipi’ocitk vengono definite anziche

mediante coppie di forme di 1 specie proiettive, mediante

due quaderiie di elementi omologhi (di cui tre non appar-

11
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tsngaiio ud una forma di 1.'*' spocio), 6 subito indicato dalio

considei-azioiu precedenti, come si dovra procedere nelle

costvuzioni relative. Siccome pero le costruzioui die noi

acceniiiamo sono della massima importanza, aiiche nella

pratica ,
le spiegliiamo qui diffusamente (ritornando anche

sul caso di cui si e discorso in principio del §), ma limi-

tandoci alia proiettivita fra piani.

Si voglidiio riferire omograficamente due piani, date

(juattro coppie di

punti oniologlii ,
rispettna-

mente \eitici di due qua-

drangoh ABCD, A'S' CD'.

Tra 1 lati dei due qua-

draiigoh congiungenii ver-

tici omologlii, ad esempio tra

AB ed A'B', risulta posta una

proiettivita dove si corri-

spondono A. A' o B. B' ed i

punti diagonali doi due qua-

dvan^oh AB- CD, A'B'> CD'.

Cosi pure tra i fasci

di raggi A, A' e tra B,F
ecc risulta jjosta una pro-

iettivita m cui ai raggi AB,

AC'..4Z>corrispondonoiraggi

A'B',A'C, A'D' e cosi ai raggi

BA,BC,BD 1 raggi DA',

B'C, B'D'.eac.

Ora data in a una retta

qualsiasi. non passante per

uno dei punti A, B, 0, D,

essa incontrera le AB, CD
in due punti di cui si de-

termineranno gli omologhi

rispettivamente su A' B',

rette oinologhe, rispettiva-

mente lati di due quadrila-

ten ahcd, a'h'c'd'

Fra 1 fasci detei’minati

da due lati omologhi dei qua-

drilateri , ad esempio fra

ed «' 5'. risulta posta una

proiettivith dove si corri-

spondono a,a' e e le rette

diagonali ab-cd, a'b'-c'd'.

Cosi pure tra le I'ette

a, a! e tra le b, b', ecc. risulta

posta una proiettivita in cui

ai punti ab, ae, ad corrispon-

doiio 1 punti a'b', a'c', a'd',

e cosi ai punti ba,bc,bd i

punti b'a', b'c', b'd', ecc.

Ora dato in a un punto

qualsiasi P

,

non apparte-

nente ad una delle rette

a,b,c,d, lo proietteremo dai

punti ab,od e determine-

remo le rette omologhe di

queste proiettanti, nei fasci
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C' D'
,
la retta p' (ii a' con-

gmngente questi punti sara

la coiTispondente di p nel-

r omografla posla tra a, a'.

Dato invece in a un

punto P. non appantenente

ad uno dei lati del qua-

di’angolo ABCD, si pro-

lettei’a p. e. da A, B, e si

determineranno i raggi omo-

loghi a queste due rette pro-

iettanti rispettivamente nei

fasci A!
,
B\ r intersezione di

tali raggi sara il punto P'

corrispondente a P neU’orno-

grafla in questione.

Si voglia ora costruire

ah', c'd'
;

il punto P' inter-

sezione di queste rette sara

il corrispondente di P nel-

r omografla posta tra i piani

a, a,'.

Data invece in a una

retta p

,

non passante per

un vertice del quadrilatero

abed, la segheremo p. e.

colle rette a, h, e determi-

neremo i corrispondenti dei

punti d’ intersezione rispet-

tivamente su a', h'
;

la retta

p' che congiunge questi punti

sark la corrispondente della

p neir omografla.

tra due piani a, a', la reci-

procitk ^ ^ ^ punti A,B,C,D, vertici d’un

quadrangolo in a, corrispondono 4 rette a, b, c. d, lati di un

quadrilatero in a'.

E anzitutto chiaro come i fasci A,B,G,D, risultino

proiettivi rispettivamente alle punteggiate a,b,c,d. e cost

le punteggiate AB. CD, ecc. ai fasci ab, cd, ecc.

Ora dato in a un punto P non appartenente ad un

lato del quadrangolo ABCD, si proietterk p. e. da A,B,

e si determineranno i punti che corrispondo'no a queste

due rette proiettanti rispettivamente su a, & ;
la retta p

congiungente questi due punti sark 1’ omologa di P nella

correlazione posta tra i due piani. Data invece in a una

retta p, non passante per A,B, C,D. la si segherk con AB,

CD, poi si determineranno le rette corrispondenti ai

detti punti nei fasci ab, cd ;
1’ intersezione di tali rette

sark il punto P, omologo di p nella correlazione.
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§ 46. Forme di a.' specie prospettive. — Se due piani

(distinti) sono prospettivi (ossia riferiti mediante una pro-

iezione da un puiito esteimo — § 43). la retta ad essi comune

e (unita e) tutta costituita di punti uniti (cornspondenti

a se stessi). Correlativamente se due stelle distinte sono

prospettive (proiettanti uno stesso piano), i piani passanti

per la congiungente i centri delle due stelle sono uniti.

Viceversa si ha il teorema'

So clu6 piani distinti Ss dus stslls distints

sono omografici e la retta sono oniografiche ed il fa-

ad essi comune d tutta co- scio ad esse comune d tutto

stitinta di punti uniti, i due costituito di piani uniti, le

piani sono prospettivi. due stelle sono prospettive.

Riferiamoci all’enunciato di sinistra

Se a. 3c' sono i due piani, ed « = ««' la loro interse-

zione. ogni retta p di sc incontra la corrispondente p' di a!

nel punto a p. a cui corrisponde se stesso.

Osservato cio. sieno A,B due punti di a, e A', S' gli

omologhi in a'. Le rette AB. A' B' sono omologhe e

pero s’ incontrano su a; segue che le AA',BB' giacciono

in un piano e pero sono incident!. Dunque le rette con-

giungenti le coppie di punti omologhi di a, cs' sono due a

due incident], e poiche (evidentemente) esse non giacciono

tutte in un piano, passano tutte per un punto (§8). segue

che a, cc' sono piani prospettivi. c d.d.

§ 47. Oittologia. — Si consideri 1’ omografia _tra due

piani sovrapposti, cioe in un piano «; un elemento che

coincide col corrispondente dicesi unito.

Se SI flssano come uniti quattro punti del piano a, di

cui ti’e non appartengano ad una retta, per il § 45 risulta

flssata una omografia in a, che 6 quella detta identica,

in cui ogni elemento corrisponde a se stesso.

Dunque in una omografia, non identica. del piano a,

non possono aversi quattro punti uniti, di cui tre non
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appartenenti ad uiia retta, (o correlativamente) quattro

rette unite di cm tre non appartenenti ad un fascio.

Una retta in a, congiungente due punti uniti e unita

per r omografla, e nsulta riferita proiettivamente a se

stessa, qmndi se "vi e sulla retta un terzo punto unito,

tutti 1 punti di essa sono uniti (§ 21). correlativamente

sono uniti tutti i raggi di un fascio cui appartengano tre

rette unite.

Ne segue che : Se in un’omogra/ia piana (non iden-

tica) VI sono quattro elementi uniti dello siesso nome
(punti 0 rette), vi S una forma di i.®' specie tutta costi-

tuita di elementi uniti.

Se neir omografia vi e una punteggiata u di punti

uniti, ogni retta incontra u in un punto che, essendo unito,

deve appartenere alia corrispondente, ossia due qualunque

rette omologhe s’incontrano su u. Viceversa: se, in una

omografia piaiia. tutte le coppie di rette cornspondenti

s’incontrano sopra una retta, questa retta e costituita di

punti uniti, giacche ogni punto di essa h centre di un

fascio unito di raggi.

Correlativamente; La condizione necessaria e suflS-

cente per 1’ esistenza di un fascio di raggi uniti , in una

omografla piana non identica, e die tutte le coppie di

punti omologhi sieno allineate con un centre fisso.

Due piani omografioi sovrapposti, i guah dbbiano:

(tre punti uniti di una retta, (tre rette unite per un
e quindi) una punteggiata punto, e quindi) un fascio

di punti uniti (u), hanno di raggi uniti {TJ), hanno

anche un fascio di raggi anche una punteggiata di

uniti. punk uniti.

Basta stabilire il teorema a sinistra, e si fark per

esercizio la dimostrazione del teorema a destra, secondo

il principio di dualita (cfr. § 10).

Sieno a, a! due piani omografici sovrapposti aventi

la u come retta di punti uniti. Notiamo anzitutto che su u
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s’ incontraiio tutte le coppie di rette omologhe a, a
,
invero

il puiito au es.seiido unito devo coinculere col punto a! xt.

Mandiamo per u uii piano a, diverse da k (= a') e

proiettiamo a' su da un punto eslerno A Nasce tra

Kj, a un’ omografia
,
per cui la u e

retta di punti uniti. dunque (§ 46) una

prospettiviti. vale a dire le coppie

di punti omologhi MM^, NN^
,

—

sono tutte alhneate con un punto

fisso Uy Torniamo a proiettare a, da

A sul piano a'; le cougmngenti le

coppie di punti omologlii {AJ AI\ NJS', )
nella data omo-

grafia tra x, a', passeranno tutte pel punto U proiezione

di questo punto sara dunque il centre di un fascio

di raggi uniti per 1’ omografia, di cui dovevasi mostrare

r esistenzii.

La particolare omografia piana (fra due piani soii'ap-

posti) in cui VI e una retta u di punti uniti ed un fascio U
di rette unite, dicesi omologia di asse u e centra U.

La doppia propriety fondamentale dell’ omologia piana

consiste in cio che:

le rette omologhe s’ ivcon- i punti omologhi sono alli-

trano sull’ asse d’ omologia. neati col centra d!omologia.

La proprieta di un’ omografia piana di essere un’omo-

logia e correlativa di se stessa.

OssERVAZioNE. — Noii k escluso il caso particolare

in CUI il centre U dell’ omologia appartenga all’ asse; il

teorema che segue ne prova I’effettiva possibility

Teorema. — Esiste un’ omologia piana avente un

data asse u e un data centra U, in cm si cornspondono:

due punti omologhi A, A' al- due rette omologhe a, a' che

lineati col centra U (diversi s’ incontrino sull’ asse u

da esso e non appai’tenenti (diverse dall’asseenon ap-

all’asse u). partenenti al centre I/),
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lufatti t<ile omologia e Inl'atti tale omologia e

r omografia die (secondo il 1’ omogratia die (secondo il

§ do) risulta determmata fis- § 45) risulta detenmnata

sando che la retta ii corn- flssando die i puiiti Ued aa'

sponda a se stessa e si abbia sieno umti e si abbia (come

su u la proiettivita identica, subordinata dell’ omografia),

e che alia retta A^'corri- nel fascio U la pioiettivita

sponda se stessa e si abbia identica, e nel fascio a a' la

su di essa (come subordinata proiettivita die ha per raggi

deir omografia) la proietti- uniti u e c= aa' . U

q

dove si

vith in cui sono dati 1 punti corrispoiidono i raggi a a'.

uniti U e Q — AAl.u e la

Dato uii punto B del Data una retta 6 del

piano, fuori della retta AA\ piano, non passante pel punto

per costruire il suo corn- au, per costruirne la eor-

spondentejB'sipudprocedere rispondente TJ si pub pro-

cosi: SI determini il punto cederecosl: si determini la

0 = AB .u e quindi si se- retta o ^ ab.U e quindi si

ghino le rette OA' e B U; coiigiungano i punti oa' e 5m;

il punto d’ intersezione ap- la congiungente
,

appunto

punto perche esso e comune perche comune al fascio a'o,

alia retta A' 0 corrispon- cornspondente ad ah, ed al

dente ad A B, ed alia retta fascio unito uh, e il raggio 5

UB. b il punto B' cercato. cercato.

Dati il centro e 1’ asse di un’ omologia piana ed una

coppia di punti omologhi, si costruisce subito una coppia
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di veite omologhe congiuiigendo i due puiili con un punto

deU’asse, e viceversa. cosi si puo costniire la retta corn-

spondente ad una data quando 1’ omologia sia definita nel

mode considerato a sinistra. Correlativamente si puo co-

.struire il punto comspondente ad uno dato, nell’ omologia

mdividuata nel modo considerato a destra.

Teouem-v. — Sieno A A'. BB' clue coppie di punti

iiiiiologh, ed a a', bb' chic coppie rh retfe omologhe, m

un' ornolcjgm piana ch centro U {ezAM

,

BB') ed asse

u(j;aa'. lib') non appcirienenttst fra loro; .9eC=AA'.u,

1) ~ BB'. u, eono le intcrsezioni delle rette A A', BB' con

I’asse. t! c = aa'. U. d = bb'. U sono le congiungenti i

punti aa', bb' col centro, st ha:

AA'UCnBFUD.
aa' uc n hV ud.

A A' TIC n aa'uc.

Infatti. se le rette AA', BB', coincidono, la relazione

:

AA'UC n BB UD

e quella stabilita nel § 34; se le rette A A', BB sono

distinte. i due gruppi AA'UC, BBUD risultano pro-

spettii'i, perch^ le rette omologbe A B, A'B s’ mcontrano

in un punto dell’ asse di omologia u. Correlatnamente si

stabilisce la relazione:

aa'uc n bb'ud.
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Ora se si considerano come I’ette omologfhe b. V due

rette AO. A'

0

con-

giungenti A, A' con un

punto 0 di u, SI ha:

bb'dti n AA'UC,

da cui segue:

AA'irC n aa'GU.

OssERVAziONB*. — II teoi’ema stahilito si pu6 anche

esprimere dicendo che: in un’omologia I’lnvariante assoluto

di ogni proiettivita (iperbolica) subordmata sopi’a una retta

unita (passante pel centre, cio6 diversa dall’asse) e costante

per ciascuna di queste rette; e (fissato convenientemente

I’ordine dei quattro elementi di cui esso e il birapporto)

e eguale all’ invariante assoluto di ogni proiettivita (iper-

bolica) subordmata in uu fascio unite di raggi avente il

centre sull’asse. Tale invariante, date dal birapporto

(AA' UO), dicesi invariante assoluto dell’ omologia Ove

il Centro delT omologia appartenga all’ asse, 1’ invariante

assoluto diviene uguale ad 1.

Come casi particolari metrici dell’ omologia notiamo

:

1) V omologia affine, in cui il centre 6 all’ infinite

e I’asse e una retta propria.

L’ invariante assoluto dell’ omologia e in quesfo case

il rapporto costante delle

distanze di due punti omo-

loghi A, A' dalTasse (dalla

flgura si vede che queste

* distanze sono proporzionali

ad OA, OA\ il cui rapporto

6 appunto Tmvai’iante del-

r omologia).

Tra le omologie afflni

si distinguono quelle ortogonali, in cui il centre si trova

(air infinite) sulla perpendicolare all’ asse.
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2) La omutelia. in cui 1’ asse e la retta all’ infimto e

il centre e un punto proprio.

In questo ca^o le distanze di due punti omologlii qua-

lunqiie (allineati col centro) dal centre, staiino in un rap-

porto costante che e 1’ invariante assoluto dell’ omologia

(detto qui rcipporlo cV oniotetid) Due rette corrispondenti

sono parallele e . in quanto sono riferite nell oniotetia

,

risnltano siniili. II rapporto di siinilitudine e ancora il

rapporto costante d’ omotetia.

Invero se A, B sono due

/ punti. *4',5'

1

loro corrispondenti,

/ ed r il centro, si ha

I I Si vede di qui come due

figure piane corrispondenti in una omotetia (figure omo-

tetiche) sieno siruili nel senso della Geometria elementare;

ma esse sono di piii in una particolare relazione di po-

sizione

3) La Irctslazione del piano su se stesso in una data

direzione, cioe 1’ omologia che ha I’asse e il centro al-

r inflnito.

Questi casi particolari dell’ omologia forniranno ottima

materia di esercitazioni.

§ 48. IiiToluzxone. — In un’ omografla piana (non

identica) due elementi omologhi non si cornspondono in

generale m doppio mode, cio6‘ se ad A corrisponde A’,

ad A' corrisponde un elemento in generale diverse da A.

Quando in un’ omografla piana to tutte le coppie di ele-

menti omologhi si corrispondono in doppio mode, in guisa

che to = to - ^ r omografla (non identica) dicesi involuzione.

Se neir omologia considerata nel paragrafo precedente

si suppone che il gruppo {AA' UC) (e /juindi ogni altro
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analogo) sia arraonico, 1’ omologia (detta urmomea) e

iin’ mvoluzione

Viceversa, si consider! un’ involuzione nel piano a Le

rette che uniscono due punti omologhi come -4, A' hanno

per corrispondenti stesse (congiungenti A', A) e per6 ti

sono infinite rette unite, cosi pure "vi sono infiniti punti

uniti, intersezioni delle coppie di rette omologhe.

Ma se in un’ omografia non identica vi sono piu di

tre elementi uniti, tre di essi appartengono ad una forma

di 1.^ specie tutta composta di elementi uniti (§ 47):

dunque 1’ involuzione nel piano a e un’ omologia. ma sopra

ogni retta unita, diversa dall’asse, le coppie di punti

corrispondenti formano un’ involuzione iperbolica, onde

(pel teorema del § 36) 1’ omologia e armonica.

La conclizione necessaria e sufficiente affincM una

omografia piana sxa un’ involuzione d che essa sia una

omologia armonica.

( )ssERv.\zioxE *. — Nell’ omologia armonica 1’ inva-

riante assoluto e — 1.

Come casi particolari metrici dell’ omologia armonica

notiamo

1) La simmetna (ohliqua o ortogonale) rispetto ad

un asse (omologia affine involutoria)

2) La simmeiria rispetto ad un centra (omotetia

involutoria).

§ 49. Elementi uniti di un’ omografia piana. — Si abbia

un’ omografia piana tu, non omologica
; e sia Z7 un punto

unito per tale omografia. Ad ogni retta a per TJ (che

pub supporsi non unita
,
giacche tt non e un’ omologia)

coirisponderh una retta a' pure per Z7, e le due rette

a, Cb^ risulteranno inferite proiettivamente dalla it m modo

che U corrisponde a sb stesso, quindi esse risulteranno pro-

spettive. Designeremo con A il centro della prospettivitk

intercedente fra di esse.
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Considemmo uiicom due relte oniologhe distinte h, V

per U. esse risultano pure idfeiute prospettivainente dalla

designereino con B il relativo centre di prospettn ita.

Ora B Sara certo distmto da A: altrimenti ogni

relta per A risulterebbe unita, poiche ai punti interse-

zioni di essa con n, h, cornsponderebbero le intersezioni

rispettive di essa con a'. V \ la t: sarebbe in tal caso una

omologia di centro A. contro 1’ ipotesi fatta.

Due casi possono presentarsi:

1) E possibile scegliere convenientemente le nomi-

nate coppie di reite n I) V

,

in inodo die la retta ic = B A

non passi per U.

Allora la w e retta

unita per romograflaw

giaccM ai due punti

(distmti) in cm essa sega

a,b, corrispondono ri-

spettivamente i punti in

cui essa sega a', V.

Due altre retie c.d per U, omologhe in it, vengono

dunque segate da u in due punti omologhi, e percio la u

contiene seinpre il centro C della prospettivitii ,
subor-

dinata dalla z, tra c e o'.

2) Comunque vengano scelte le coppie a a', b V

.

la

retta u = AB passa per U.

Allora si puo dire che la coiigmngente u = U A. con-

tiene il centro B della prospettivita, intercedente fra due

rette qualsiasi b, b', del fascio unito U, omologhe m it.

La retta u risulta unita anche m questo caso, perche

ai punti di essa che sono centri di prospettivitb tra cop-

pie di rette omologhe per V, corrispondono in it centri

di prospettivitb, analoghe, che si trovano sulla retta stessa.

Concludiamo cosi:

In im’ omogra/la piana non omologioa ad ogni punto

umto U viene associata una retta umta u, che contiene
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tutti i centri clelle prospetUvita intercedenti tm le retie

omologhe clistinte del fascio umto U.

Correlativamente . Ad ogni retta unita u viene asso-

ciate un punto umto U, pel quale passano gli assi delle

prospettivitd intercedenti fra i fasci omologhi distinti

che hanno i cenin sulla retta unita a

Si noti che il ragionamento svolto innanzi pel case 1)

Cl prova che:

Se un’ omografia piana, non omologica, possiede

un punto ed una retta uniti che non si appartengono,

la retta e associata al punto, ed il punto alia retta.

Dope ci6 h anche facile riconoscere che, in ogni caso:

La relazione di due elementi uniti associati per una

omografia piana, non omologica, 6 reciproca; Tale a dire:

se M i la retta unita associata al punto umto U, U
alia sua volta il punto umto associato ad u.

La cosa e gih stabilita pel caso in cui u ed U non

SI appartengono
;
poniamo dunque che la u, retta associata

ad U, appartenga ad TJ
;
poniamoci cioe nel caso 2) consi-

derato innanzi. Basterh mostrare che gli assi delle prospet-

tivith intercedenti fra due coppie di fasci omologhi, coi

centri su u, passano per TJ.

A tal fine si consideri una retta a (non unita) del

fascio sia a' la retta corrispondente, e sia a" la cor-

rispondente di Le a', a" passano per ?7 ;
la a' risulta

prospettiTa alia a, la a" alia a'; i centri A, A', delle

due prospettiTith saranno punti omologhi della retta u.

Ora ad ogni retta p per A corrisponde in it una retta p'

per A', la quale incontra a' nel punto omologo di pa, ossia

nel punto stesso in cui la a! e segata dalla p.

Dunque d e 1’ asse della prospettiTitk intercedente

in It tra i fasci omologhi A, A', coi centri su u.

Scegliendo invece di a un’ altra retta 5 del fascio U,

e consideraiido la sua retta corrispondente b', si ottiene

un’ altra coppia di fasci omologhi prospettivi coi centri
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su u. Uli die I’asse di prospettivita passi per IT. Resta

cos'i provaio die U e il punto unite associate ad u. c.dd.

OssERVAZioxE. — Se Z' ed u sono punto e retta

uniti associati di un’ omografla piana %, non omologica.

una qualsiasi omologia T di centre ed asse u trasfor-

nia in se stessa la in guisa ehe

Tr.T-^-%.

Questa proprieta die pu6 essere dimostrata per eser-

cizio, sone anclie a definire in modo carallenstico la

relazioue Ira T ed v

g 50*. Oiuografie pituie particolari sotto Taspettome-

trico. — Le oinografie tra piani presentaiio notevoli casi

particolari metrici, i‘ra i quali (quando si tratta di piani

sovrapposti) , si trovano le particolari omologie gia men-

zionate (§ 47)

Eiiunciamo i seguenli casi di particolari omografie

fra due piani:

1) Le rette all’ iiiflnito si corrispoiidono Si lia allora

Vomogi'afia affine o affinild,. L' aftinita fra due piani e

determinata da tre coppie di elenienti (propri) corri-

spondenti.

Nel caso geiierale ,
dell’ omografia non affine, si lia

in ciascun piano una retta (limiie) propria, die ha come

corrispondente nell’altro piano la retta all’inflnito, allora

ad un segmento rettiliaeo corrisponde uii segmento inflnito

0 finite secondoclie il primo contiene o no un punto della

retta limite. Nel caso dell’affinita. la retta limite, in cia-

scun piano, essendo impropria, ad ogni segmento finite

corrisponde sempre un segmento finite.

Nell’affinita tra due piani, due punteggiate omologlie

risultano simili (§ 29)

Nell’affliiith,. a due rette parallele di un piano corri-

spondono sempre (nell’altro) due rette parallele e quindi
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ad un parallelogrammo uu parallelogrammo. Si puo dimo-

strare che:

« II rapporto delle aree di due parallelogrammi corri-

spondenti e costante ».

Sieno LMNK, RUST due parallelogrammi, ed

L’M'N'K', R' U' S' T'
i parallelogrammi cori'ispondenti

in un’ affinita fra due piani. Poniamo (come nella flgura):

X=LM.RIT Y-KN.RU
V^LM,ST Z = KN.ST

e consideriamo il parallelogrammo XYZV. Nell’altro

piano gli corrisponde un parallelogrammo X' Y' Z' V. otte-

nuto in modo analogo.

Ora le aree dei due parallelogrammi LMNK, XYZV
stanno fra loro nel rapporto dei lati LM, ZF e cosi

RUST, XYZV stanno fra loro come S T, VZ, cioe si ha:

LMNK : XYZV = LM : XV
XYZ V : R UST = VZ : ST.

Similmente

:

L'M'N'K' ; X'Y'Z'V = L'
M'

; X' V'

X'Y'Z' V' : R'U'S'T' = V'Z' : S' T'.



D’altronde le rette proiettive LM, L' M' in cm si

coinnspondono i punti all’infinito sono simili, e pero-

LM : XV = L'M' ; X'F;

ed analogamenie

:

; ST = V'Z' ; S'T’.

Si deduce che:

LMNK : RUST = L'M’N'K' : R'V'S’T',

ossia il rapporto:

L3INK ; L'M'N'K'

delle aree di due parallelogrammi cornspondenti e co-

stante. c. d cl.

Tenuto conto che due triangoli (flmti) corrispondenti

in un’afBnith tra due piani possono sempre riguardarsi

come metii di due parallelogrammi cornspondenti, si de-

duce che anche il rapporto delle aree di due qualuncjue

triangoli corrispondenti e costante. Ora dati (rispettiva-

mente nei due piani afflni) due poligoni (finiti) corrispon-

denti, essi si potranno decomporre in un ugual numero di

triangoli corrispondenti, e per6 il rapporto delle loro

aree sara sempre uguale al rapporto delle aree di due

triangoli (o parallelogrammi) corrispondenti.

Piii generalmente, si abbia in un piano una hnea

chiusa. la quale possa considerarsi come limite di due

sene convergent! di poligoni iscritti e circoscritti, in modo

che risulti definita Yarea da essa contenuta, come limite

dell’area dei suoi poligoni iscritti (o circoscritti), all’im-

piccolire indefinito dei lati. Alla nominata linea chiusa

corrisponderk nell’ altro piano un’ altra linea chiusa di cui

I’area risulterk definita analogamente , ed il rapporto di

queste aree corrispondenti sara sempre uguale a quello di

due qualunque poligoni o di due triangoli corrispondenti.

Cosi possiamo enunciare il teorema:

Nell’ affinitd fra due piani il rapporto delle aree

contenute da due linee chiuse cornspondenti d costante.
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Quando questo rappovto e uguale a 1, si lia Y eqia-

valenza affine, in cm due aree omologlie sono sempre

equivalenli.

L’ affinita pu6 considerai'si in particolare fra piani

sovrapposti Ifii caso particolare di essa e 1' omologia

affine, gik considerata.

2) Le rette all’infinito si comspondono ed inoltre

la data omografia trasfoi-ma 1’ involuzione assoluta dell’uaa

nell’ involuzione assoluta dell’ altra, cioe fa corrispondere

a coppie di punti comugati nell’ una, coppie di puiiti coniu-

gati neir altra. Cio signiflca die le nominate rette all’infi-

nito del due piani risultano congruenti (§ 41), e percio ad

ogni angolo di un piano corrisponde sempre nell’ altro

piano un angolo uguale. Si deduce die ad ogni triangolo

(proprio) corrisponderk un triangolo simile; piii in gene-

rale saranno simili due qualunque figure corrispondenti in

tale omografia, la similitudme essendo intesa nel senso

della geometria elenientare. A cagione di ci6, questa par-

ticolare omografia dicesi sinnhtuiUne.

Si lia die'

11 rapiwto di due segmenti (fimti) corrispondenU

in una similitudine fra due piam d costante; giacdi^

due coppie di punti e le loro corrispondenti daniio luogo

a due quadrangoli simili.

La proprieta auzidetta e caratteristica per la simi-

litudiue.

La similitudine pud considerarsi fra due piani sovrap-

posti, ossia in un piano
;
allora si distingue la similitudme

diretta e la inversa, secondo die d diretta o inversa la

congruenza tra due fasci di raggi che in essa si corrispon-

dono, cioe secondoclie e diretta o inversa la congruenza

subordinata dalla similitudine sulla retta unita impropria.

Esistono in un piano due similitudini, V ima diretta

e V altra inversa, che fanno corrispondere a due punti

propri, due altri punti propri dati.
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Infatti ; sieno AA', BB' le due coppie di punti cor-

. rispondenti, flssale. Tra le pun-

teggiate A B, A' B' Ti e una

j similitudine detei’mmata in cui

le due coppie si comspondono nel

modo assegnalo (§ 29) Sopra la

^ retta impropria yi sono due con-

gruenze, una diretta ed una inversa, in cm al punto all’in-

finito della retta *4. B
,

corri<?ponde quello della A! B'

(§ 32). Ora ponendo sulla retta impropria una delle nomi-

nate congruenze. e ponendo tra le rette AB, A' S' la

similitudine nienzionata, si stabilisce nel piano (§ 45) una

similitudine ben determinata. die fa corrispondere A, A'

e B. S'

;

questa e diretta o inversa secondo il senso della

congruenza posta sulla retta impropria.

Una similitudine nel piano pu6, in particolare, essere

omologica. Enumeriamo i vaii casi die una similitudine

omologica puo presentare.

a) L’asse d’omologia e la retta impropria, ossia la

similitudine e un’ omotetia (§ 48).

bj L’a.sse d’omologia e una retta propria. Allora si

lia una particolare omologia affine (§ 48). In primo luogo

sulla retta impropria si ha una congruenza inversa, i cui

punti uiiiti comspondono a due direzioni ortogonali (§ 32)

;

quiiidi r omologia affine di cui si tratta e ortogonale D’altra

parte due rette corrispondenti ,
iiitersecantisi sull’ asse

,

debbono fare con questo angoli (corrispondenti) uguali.

Ora si considerino due punti corrispondenti A, A',

posti su una perpendicolare all’ asse a.

Sc elto su a un punto

qualsiasi P, si ha che le

rette PA, PA' fanno an-

goli uguali colla a ; segue

di qui che A, A' distano

ugualmente da a; dunque
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i’omologia in questione (che si suppone non identica) saru

una sinametria ortogonale rispetto ad a. Viceversa una

tale simmetria e una particolare similitudine inversa.

Riassumendo avremo:

TJna similitudine omologica del piano (non identica)

i un* omotetia O2opure una simmetria ortogonale rispetto

ad un asse.

OssERVAZioNE. — II ppodotto di due similitudini di

un piano e una similitudine, diretta o inversa, secondoche

le due similiiudini date sono della stessa natura, o di

natura diversa (ambedue dinette o ambedue inverse, oppure

Tuna diretta e T altra inversa).

Infatti, eseguendo success!vamente nel piano due simi-

litudini, si ottiene un’ omografia, che ha come retta unita

la retta impropria, e subordina su di essa la congruenza

prodotto delle congruenze subordinate dalle due similitu-

dini date.

Di qui si puo ricavare facilmente

:

Ogni similitudine inversa di un piano, si puo ottenere

come prodotto di una similitudine diretta, e di una sim-

nietria ortogonale rispetto ad un asse.

3) La similitudine puo in particolare essere una con-

gruen%a, cioe due figure simili corrispondenti nei due

piani possono essere (sempre) congrue od uguah, Cio

avviene se il rapporto di similitudine 6 T unita.

La congruenza fra due piani pu6 essere generata

col movimento che sovrappone 1’ un piano all’ altro, por-

tando a coincidere due triangoli (uguali) corrispondenti;

infatti la corrispondenza dei due triangoli determina la

congruenza fra i due piani (che h una particolare affinita).

Trattandosi di una congruenza fra piani sovrapposti,

ossia in un piano, si distingue ancora la congruenza

diretta dall’ inversa.

II prodotto di due congruenze di un piano e una con-

gruenza, diretta o inversa, secondoche le due congruenze

date sono della stessa natura, o di natura diversa.
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Cerchiamo di approfondire lo studio delle congruenze

in un piano.

Enumeriamo dappnma le congruenze omologiche.

Fra i casi menzionati innanzi di simihtudini omolo-

giche, la simmeiria ovtogonale rispetto ad un asse (la

fjuale pu6 essere generata col ribaltamento del piano

attorno all’as«!e) e sempre una congruenza.

L’omotetia puo essere una congruenza in due casi;

cioe quando il rapporto d’ omotetia vale H- 1 o — 1. Nel

1.® caso r omotetia ha il centro sull’asse (§ 47), ossia sulla

retta impropria; allora 1’ omotetia equitale ad una trasla-

zione del piano su se stesso. Nel 2 “ caso 1’ omotetia e armo-

nica (§ 4S), ossia e una simnietria rispetto ad un centro.

Concludiamo, riassumendo, che:

Una congruema omologica del piano d una trasla-

sione, 0 una simmetria rispetto ad un un centro, o una

simmetrm ortogonaJe rispetto ad un asse.

Nei prmii due casi si ha una congruenza diretta, nel

3.° caso una congruenza inversa.

Consideriamo ora, nel piano, una congruenza diretta

non omologica.

Sopi’a la retta impropria resta subordinata una con-

gruenza diretta la quale non lia punti uniti {§ .32), quindi

il puiito unito associato alia retta impropria (§ 31) ^ un

punto proprio Indichiamo con 0 questo punto.

Nel fascio 0 resta subordinata una congruenza diretta,

che pud geiierarsi rotando il piano del fascio di un certo

angolo a. Ora, poichd due punti corrispondenti debbono

distare ugualmente dal punto unito 0, eseguendo attorno

ad 0 r indicata rotazione, non solo ogni retta per 0 verrh

sovrapposta alia corrispondente, ma anche un punto qua-

lunque del piano (e quindi anche una retta qualunque)

verrh a coincidere coll’elemento omologo Tenendo ancora

present! i due casi di congruenze omologiche dirette, si

vede dunque che:
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Nel piano, ogni congruenza diretta jpud essere gene-

rata da una rotazione attorno ad un centra flsso, op^pure

da una traslazxone del piano su si stesso.

Se, trattandosi di una rotazione, V angolo di cui ruota

il piano uguaglia due angoli retti, la congruenza in que-

stione e una simmetria rispetto al centre nominato.

Prendiamo ora ad esaminare, nel piano, una con-

gruenza iuversa non omologica.

Sopra la retta unita impropria si lianno ora due punti

uniti A,B, corrispondenti a direzioni ortogonali {§ 32).

Dico anzitutto che uno di questi e associate alia retta

impropria.

La cosa si stabilisce per assurdo, nel modo seguente:

Se nessuno dei detti punti e associate alia retta im-

propria, si deve avere un punto unite proprio 0, asso-

ciate ad essa. Ora, nel fascio col centro in questo punto

0, si avra una congruenza inversa dotata di due rette

unite ortogonali : a, &. Su ciascuna di queste due rette si

avra una congruenza dotata del punto unito 0, quindi

una congruenza inversa, equivalente ad una simmetria

rispetto ad 0. Si deduce da ci6 che. ad ogni retta u

corrisponderk la retta

che sega a, b nei punti

A\B\ simmetrici di A^ua
e di B = ub, rispetto ad

0; vale a dire: ad ogni

retta u corrispondera la

simmetrica rispetto ad 0.

Ma, cio significa che la

congruenza in questione

deve essere una simmetria rispetto ad 0, contro il sup-

posto che essa sia una congruenza inversa e non omologica.

Stabilito cosi che il punto uiiito associate alia retta

impropria e uno dei due punti uniti A^ B, che apparten-

gono ad essa, poniamo per esempio che sia A questo punto.
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Allora al punto unito itnpropi’io B Yerrk associata

una retta unita propna a, passante per A. Su a non

sarii alcun pnnto unito proprio, e quindi la congruenza

subordinata su di essa sara diretta; essa equivarra dunque

ad uno strisciamento, di una certa lunghezza I, della a

su stessa (§ 32). in un certo sense di a. Ecco ora

conoe si pu6 generai'e la data congruenza;

Cominciamo dall’eseguii'e una traslazione del piano,

della lunghezza 1. nella direzione di « e nel sense dello

strisciamento consulerato su di essa.

Mediante siffatto moviinento, un punto qualsiasi P
non viene sovrapposto

al punto P die gli cor-

risponde nella data con-

gruenza (poiclie questa

congruenza non e una

traslazione)
,
ma Ta ad

occupare una nuova po-

sizione die si trova con F sopra una perpendicolare ad a-,

infatti la perpendicolare abbassata da P su a (retta del

fascio unito improprio B) si muove parallelamente a s6

stessa, ed il piede di essa su a descrive (nel debito senso)

un segmento 1. sicclie viene a sovrapporsi al piede della

perpendicolare condotta su a da P'. Ora i punti Pj e P
si corrispondono in una nuova congruenza (non identica)

che e il prodotto della congruenza data e della effettuata

traslazione: in questa nuova congruenza tutti i punti di a

sono uniti, sicclie la congruenza stessa risulta (omologica

ossia e) una simmetria ortogonale rispetto ad a. Basta

dunque, dopo la traslazione nominata, eseguire aiicora un

ribaltamento rispetto ad a per sovrapporre ogni punto

al corrispondente, nella data congruenza inversa.

Perveniamo cosi alia conclusione:

Ogni cootgruen^a inversa del piano si pud generate

eseguendo suceessivamenfe una traslazione del piano su



183

sd stesso nella direzione cli im certo asse, ed tin ribaU

iantento del piano attorno a quest' asse.

Basta soltanto un nbaltamento nel caso delle con-

gruenze inverse omologiclie (simmetrie).

OssERVAzroNE 1
^ — Due figure uguali di un piano

(per esempio due triangoli uguali ABC, A!B O'), possono

sovrapporsi V una al-

r altra con un movi-

mento del piano: ma
puo darsi die questo

movimento possa effet- j[

tuarsi facendo striscia-

re il piano su se stesso,

e puo darsi invece die

occorra di muovere la figura nello spazio, fuori del piano.

I due casi (die gia si presentano nella Geometria ele-

mentare) vengono ora distinti a seconda della natura

(diretta o inversa) della congruenza del piano, in cui le

due figure possono considerarsi come corrispondenti
;
ed

in relazione a cio le figure stesse diconsi diretta^nente

0 inversamente uguali.

Si ricava ora da quanto precede die;

Due figure di un piano, direttaniente uguali, si pos-

sono sovrapporre con una traslazione del piano, oppure

con una rotazione di esso attorno ad un punto
,

invece

due figure inversamente uguali possono so\rapporsi, ese-

guendo prima una traslazione del piano in una certa

direzione, e poi un ribaltamento di esso attorno ad un

asse, avente la direzione nominata.

Osservazione 2.®' — Mediante le coiisiderazioni di

questo § si pu6 concludere ormai die:

Tutte le proprietd metriche delle figure di ten piano

SI possono riguardare come relaztoni grafiche di esse

colla retta impropria e colV involuzione assoluta, i quali

enti prendono complessivamente il nome di assoluto del
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•piano. Per stabilire questo teorema, osseruamo anzitutto

die le proprieta metriclie della Geometna piana si basano

(oltredie sulle nozioni grafidie), snlle nozioni fondamentali

di nguaglianza ch angoli e dt segmenti Basfa dunque

espidmere, come uiia relazione graflca colla retta impropria

e coir involuzione assoluta, PuguagliaDza di due angoli e

di due segmenti di un piano. Ora. T uguaglianza di due

angoli in uii piano e deflnita dalla corrispondenza di due

coppie di punti impropri m una congruenza sulla retta

impropria, o^sia in una proiettivita su di essa che trasforma

in se stessa P involuzione assoluta: per tal modo T ugua-

glianza di due angoli si definisce subito nel modo voluto.

Vediamo di esprimere analogamente la relazione di

uguaglianza tra due segmenti AB, A'B' di un piano. Ci6

puo farsi in due modi, tenendo conto del fatto che i

segmenti AB, A'F (fissata la corrispondenza degli estremi)

si corrispondono in una congruenza diretta ed in una

congruenza inversa. Tra i due modi scegliamo il pm
semplice. II fatto die i segmenti AJ5 ed A'F si corri-

spondono ill una congruenza inversa del piano, si pu6

esprimere dicendo die essi si corrispondono in un*omo-

grafia ottenuta come prodotto di una traslazione e di

una sinimetria ortogonale. Ora una traslazione e un’omo-

logia coir asse e il ceniro alF infimto : ed una simmetria

ortogonale e un’ omologia armonica coll’ asse proprio,

avente come centro il punto improprio coniugato al puiito

air infinite dell’ asse, nell’ involuzione assoluta. Cosi la

relazione di uguaglianza tra i segmenti AB, A'B\ viene

espressa come una relazione graflca di essi colla retta

impropria, e coll’ involuzione assoluta del loro piano.

OssERVAZioNE 3.^ — Le cose dette intorno alle par-

ticolarita metriclie delle omografie tra piani (propri), si

possono ripetere analogamente per le stelle improprie.

Date due siel/e improprie si avra tra di esse una

affinild^ una similitudine, o una congruenza^ secondoche
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r omografla determinata dalle stelle sopra due qualunque

piani seganti (fuon di esse) e appunto un’afflnita, o una

similitudine
, o una congruenza. In tutti e tre i casi i

piani impropri delle due stelle si comspondono ; nel case

della similitudine i diedri comspondenti sono uguali, e

le larghezze delle striscie comprese fra coppie di raggi

corrispondenti sono in uii rapporto costante
;
questo rap-

porto e uguale ad 1 nel caso della congruenza.

In particolare si pud considerare una congruenza in

una Stella impropria; e tale congruenza potrk essere

diretta o inversa.

Nel I.“ caso essa equivale: o ad una traslazione di

tutti i raggi della stella, parallelamente ad un piano;

oppure ad una rotazione della Stella attorno ad una retta

flssa (propria).

Nel 2° caso si ha nella Stella un piano proprio unito

(ma non rette unite proprie); e la congruenza si pud

ottenere eseguendo, prinaa una traslazione delle rette

della Stella parallelamente a quel piano, poi una simmetria

ortogonale rispetto al piano stesso.

Esercizi. — Data, nel piano, una similitudine diretta

(che non sia una congruenza), si scomponga nel prodotto

di una rotazione attorno ad un centro (centra di simtli-

iudme) e di una omotetia.

Data, nel piano, una similitudine inversa (che non

sia una congruenza), si scomponga nel prodotto di una

omotetia e di una simmetria ortogonale rispetto ad un

asse, il quale passi pel centro della nominata omotetia

(centro di similitudine).

§ 51. Polarita nel piano. — In generale, in una reci-

procita tra due piani sovrapposti, due elementi omologhi

non si corrispondono in doppio modo; cioe un punto A
ha una retta omologa o ed a questa corrisponde nella

data reciprocitk un punto A', che e diverse da A. Per
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convilicersene basta osservare che si puo assegnare una

rotta a, come eorrispondeiite di un punto A e flssare che

a due punti di essa corrispondano due rette per un

punto A' diverso da A , dopo cio resta ancora da fissare

la retta oinologa di uii altro punto del piano per deler-

iiiinare la reciprocita (§ 45).

Uiia reciprocita in un piano, dove due qualunque

element! omologlii si cornspondono in doppio modo (invo-

lutoriamente), ossia una reciprocity equivalente alia sua

iinersa, dicesi un sistema polare o m&polaritd; un punto

ed una retta die si corrispondono in una polarity piana

SI dicono ijolo e polare 1’ uno dell’ altra.

La polarity in un piano pud anche deflnirsi come una

corrispondenza bruiiivoca fra i punti e le rette, tale che

:

se la retta corrispondenie (polare) di un punto A passa

per un punto B, la corrispondenie (polare) di B passa

per A.

OssERVAZioxE. — CoiTelatiTanieiite (nello spazio) si

pud deflnire la polaritd in una siella.

L’effettiva esistenza di sistemi polari scaturisce dal

segueute

Teorem.a. — Una reoiprocitd in un piano, d una

polaritd, se e&iste un tnangolo di cut ciascun vertice

ha come retta corrtspondente il lato opposto

Anzitutto SI noti che se

in una reciprocity del piano

ai tre vertici A,B,C corri-

spoiidono 1 lati rispettivamente

opposti a,l),c, alia retta a = BC
deve corrispondere il punto

A = he, ecc. ;
cioe i vertici del

tnangolo ed i lati opposti si corrispondono in doppio modo.

Ora, nella proiettivith considerata, la punteggiata a e

proiettiva al fascio A di raggi omologhi, in modo che

segando tale fascio con la retta a si ottiene su questa una
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proiettivita
;

poiche in tale proiettivita i punti B, C si

corrispondono in doppio mode, essa e una involuzione,

quindi i punti della retta a ed i raggi omologhi del fascio A
SI comspondono in doppio modo. Alti-ettanto pud dnsi

pei punti delle lette &, o e le rette omologlie rispettiva-

mente per B & C. In conseguenza anclie ad ogni punto P,

intersezione di due rette a', b', passanti rispettivamente

per A, B, corrisponderk in doppio modo la retta omologa^;,

la quale vien definita come la congiungente i punti A', B'

(posti rispettivamente sopra le rette a, b) che corrispon-

dono alle rette a',b'. Percio la reciprocitk considerata e

un sistema polare.

In un sistema polare piano i triangoli A B C. i cui

vertici sono poll dei lati opposti (i quali costituiscoiio alia

lor volta le polari dei nominati vertici), sono detti trian-

goli coniugati o polari (autoconiugati, autoreciproci, ecc.).

L’ esistenza di inflniti triangoli coniugati in una pola-

rity piana, sara prossimamente dimostrata
;
risultera quindi

die il modo piu generate di ottenere una polarita piana

consists neir assegnare ad arbitrio un triangolo, che debba

essere coniugato in essa, e fissare una retta non appar-

tenente ad un vertice del triangolo come polare di un

punto non appartenente ad alcun lato di esso.

§ 62. Involuzione di elementi coniugati subordinata

da una polarity in una forma di 1.'‘ specie. — Dalla deflni-

zione di polarity scaturiscono immediatamente le pro-

priety coiTelative seguenti:

In una polaritd, piana

le polari dei punti di una i poll delle rette passanti

retta passano pel polo di per un ' punto giacciono

essa. 11 fascio delle polari sulla polare del punto. La
dei punti dt una retta a, punteggiata dei poll delle

risulta proiettim alia pun- rette d’ un fascio A ,
ri-
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teggiata (a) dei loro poll sulta proiettiva al fascio

(§ 44). (A) delle loro polari (§ 44).

Due punti A, B, di Due tali rette a, b, di

cui uno giace sulla polare cui ciascuna contiene il polo

dell’altro diconsi coniugah deU’altra, diconsi comugate

0 reoiprooi nel sistema po- o reciproche, nel sistema

lare
;
per generalita si dice polare

;
per generalita si

coniugato di sd stesso un dice coniugata di sS stessa

punto appartenente alia sua una retta appartenente al

polare. suo polo.

Se un elemento e coniugato d’ un altro . anche il

secondo elemento e coniugato del primo (§ 51).

In un triaugolo coniugato i tre vertici, e rispetti-

vamente i tre lati, sono due a due coniugati; viceversa

un tnangolo, in cui i tre rertici o i tre lati sieno due a

due coniugati, e un tnangolo coniugato nella polari ta.

Se un punto A ed una retta a corrispondenti in una

polarity del piano si appartengono

:

nessun punto della retta a, nessuna retta pel punto A,

diverse da A, appartiene alia diversa da a appartiene al

sua polare (cioe sulla a VI e suo polo (cio^ per J. vi e

solo il punto A coniugato solo la retta a coniugata di

di se stesso). sb stessa).

Infatti, riferendoci alia proposizione di sinistra, nella

proiettivitii subordinata dalla polarita tra il fascio A e

la punteggiata cr, i raggi omologhi ai punti di a passano

per A, e sono diversi da a i raggi corrispondenti ai punti

di a diversi da A
;
correlativamente si dica per 1’ enunciate

a destra.

Teorema. — In una polaritd del piano non esiste

una retta tuita costituita di un fasexo iuito costituito di

punti coniugati di sd stessi. raggi coniugah di sd stessi.

Basta dimostrare 1’ enunciate a sinistra.

Se sopra una retta p esistono due punti A, B (coniu-

gati di se stessi cioe) appartenenti alle rispettive polari
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a, h. il polo P di j3 (comune ad «, &) e fuori di “p. Ora

si consider! uu punto Q della a=AP, diverse da A, P;
la sua polare (diversa da a) passa per il polo A &i a e

sega 6 in un punto H
diverse da P e da P
(polo di &); la polare

di if e la retta BGr,

che ne congiunge due

punti coniugati, quindi

il punto Q= A H •BG
e coniugato di(?eP", ^ ^ BP B

6 per6 la retta GH h la retta polare di Q.

Ora si considerino i punti D = p- GH e C=p>PQ;
questi punti sono coniugati nella polaritd, giacclie la polare

di D e appunto la retta PQ che unisce i poli di p, GIL
Ma 1 nominati punti C, D sono anche coniugati armonici

rispetto ad A, B, come risulta provato dall’ esistenza del

quadrangolo PGQH, e perci6 essi sono ceiio distinti.

Ecco dunque diniostrato che esistono su p due punti

distinti, coniugati I’uno dell’ altro nella polantli, cioe non

coniugati di stessi.

Si consider! ora una qualsiasi retta p, che non con-

tenga il proprio polo P. Ai punti di p corrispondono come
polari le rette per P, e la corrispondenza 6 proiettiva,

Segando con p il fascio P, si ottiene su p una proiet-

tivith, in cui si corrispondono le coppie di punti (di p)
coniugati nella polarith. segue da quanto e stato detto

innanzi che tale pvoiettivith non e identica, Ma in essa

due punti corrispondenti si corrispondono in doppio modo,

dunque essa e una involuzione.

Si conclude cosi il

Tkorema. — In una polaritA del piano

sopra una retta, non con- per un punto, non eonte-

tenente il suo polo, le coppie nuto nella sua polare , le

di punti coniugati formano coppie di raggi coniugati
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Hit' involuzioiis, cliG dii'enio fov/ucino un involutions,

subovdinata dalla polaiuta. die diremo suhovdinata

dalla polarity.

Percio

:

sovi'a una retta, non con- perunpunio,nonconteniito

tenente d suo p)olo, vi sono nella sua polare, vi sono

due punti conivpati di si due retie comugale di si

sfessi, separanti arnionica- stesse, separanti armonica-

mente le coppie di punti mente le coppte dt retie

cmnugati, o nessuno. coniugate, o nessima.

Invece (e stato gib, no- Invece per un punto

talo) sopra una retta con- che stta sidla sua polare

tenente il suo polo, vi i vi i soUanto quesla retta

soHanto questo punto che che sia comugata di si

sia coniugato di si stesso. stessa.

Dopo ci6 pu6 vedersi quanto e stato precedentemente

affermato, cioe che:

In una polariid del piano esistono infiniU triangoli

coniugati.

Invero per costruirne uno, si assuma ad arbitrio come

suo vertice un punto A, non appartenente alia propria

polare a, e sopra a due punti coniugati distinti B,G-, il

triangolo ABC e un triangolo coniugato nella data pola-

ritb. Si pu6 sempre usare la costruzione correlativa.

Sia data una polarita piana. Se si pensa una retta

punteggiata u, non contenente il suo polo U, come rifeibta

prospettivamente al fascio di raggi che ha il centre nel

detto polo U, r involuzione di punti coniugati sulla retta

u, viene proiettata nell’ involuzione di raggi coniugati del

fascio IT, e ad ogni punto della retta u corrisponde come

polare il raggio coniugato a quello che lo proietta da Z7.

La relazione tra u ei U (retta e punto che non si appar-

tengono) e una particolare proiettivita che si pu6 deflnire

come prodotto di una prospettivitb tra u, U, e di una invo-
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luzione su ( o in TJ) ;
una tale relazione si puo chiamare

invohitione tra la punteggiata eel il fascia. Ora si ha il

Teorema. — Data tin' inX)olu%ione tra una ptenteg-

giaia u ed un fascia di raggi U, esistona infinite pola-

ritd del piano in cui ai punii di u eorrispondono le retfe

coniugate per U
Infatti per individuare una siffatta polarity, basta flssare

che ad an punto V (diverso da JT" e fuori di u) corrisponda

una retta v passante per il

punto P di M coniugato al

raggio Z77{retta diversa daw

e non contenente U).

Invero si considerino

due punti B, G di u (diversi

da P e da P'= . TJV), coniu-

gati neir involuzione su u,

e sieno UG, UB le rette

rispettivamente coniugate ad

essi nel fascio U. Vi e una polaritlx ben definita (§51)
che ha come triangolo coniugato TJBC ed in cui u d la

polare di V. Tale polaritk fa corrispondere ai punti B, P, ....

di u, rispettivamente le rette UG. PF, .... loro coniugate

neir involuzione inizialmente data tra la punteggiata u ed

il fascio U.

§ 53. Glassiflcazioiie delle polarity plane. — Una pola-

ritk piana % si pud considerare individuata mediante un

suo triangolo coniugato ABG & la polare p (non passante

per A,B,G) di un punto P (fuori dei lati del triangolo)

;

viceversa quest! elementi che definiscono la % possono

essere assunti ad arbitrio (§ 51).

Vediamo di riconoscere se nella polaritk n esistono

0 no element! coniugati di se stessi, cioe punti e rette

polar! che si apparteiigono.
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Giova a tal fine premettere alcune considerazioni

relative ai triangoli. Un
tnaiigolo ABC separa

il piano in 4 regioni

(distinte nella flgura coi

numeri 1, 2, 3, 4) costi-

tuite dai punti che sono

fuori dei lati a, h, c B

separati da questi lati;

un segmento rettilineo

congiungente due punti

di diversa regione incontra un lato almeno del triangolo.

Questo fatto di uatura intuitiva ( rispetto all’ intuizione

grafica) si desumerebbe logicamente dal postulate V; si

possono infatli distinguere le 4 regioni tnangolari nomi-

nate partendo dalle due coppie di angoli formati dai lati

die concorrono in due dati vertici del triangolo, p. e. in

A, B, considerando i punti del piano che sono interni ad uno

degli angoli d. e ad uno degh angoli B, si dimostra che

questi punti risultano interni ad uno determinate degli angoli

formati dai lati del triangolo che concorrono nel terzo ver-

tice C. In conseguenza si pub anche dire, che due punti del

piano (fuori dei lati del triangolo) appartengono alia stessa

regione triangolare, se le loro proiezioni su ciascun lato

appartengono alio stesso segmento terminate dai vertici.

Ma seguitiamo a ragionare, basandoci sull’ intuizione

grafica delle 4 regioni triangolari date da un triangolo

nel piano, bastando aver rilevato esser ci6 che diciamo

una conseguenza logica dei postulati gih introdotti, e non

costituire affatto un nuovo dato dell’ intuizione.

Anche le rette del piano non passanti per alcun vertice

pel triangolo ABC, vengono separate dal triangolo in

quattro regioni, potendo venire distinte le uiie dalle altre

a seconda dei segmenti tevminati dai vertici, in cui cadono

le loro intersezioni coi lati. Ad ogni regione triangolare di
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punti viene associata una regione triangolare di rette non
aventi alcun punto interno a

quella regione, ossia estenxe

ad essa. Le rette esterne ad

una regione triangolare del

piano penetrano nelle altre

tre, cioe hanno un qualche

punto interno ad esse.

Una I’etta p die penetri

nella regione triangolare
P^ABG deii piano contenente

il punto P, incontra clue dei

segmenti AB^ AC, BC cui

appartengono le proiezioni

di P sui tre lati opposti fatte rispettivamente da C, B, A,

e non incontra il terzo: questo terzo lato separa la regione

triangolare P.ABC da quella a cui e esterna la retta p.

Ci6 posto, sia dato nel piano un triangolo ABC, ^

sia P un punto interno ad una delle quattro regioni in

CUI esso divide il piano . si pu6 fissare una polarita tz die

abbia come triangolo coniugato ABC, facendo corri-

spondere al punto P una qualunque retta non passante

per A, B, C. Ora questa retta:

1.

^ puo essere esterna

alia regione triangolare
P. ABC in cui cade P;

2,

*^ pu6 al contrario

peneti^are nella detta regione

P.ABC.
Si designino rispettiva-

mente con Pa, Pt, Pa 1^ pi’o-

iezioni di P, fatte da A,B, C,

sui lati opposti a, 6, c del

triangolo ABC, e con Ap,

Bp, Cp, le intersezioni dei detti lati a, b, c, colla retta p.

13



194

Sulla retta a si ha una involuzione di punti coniugati

suboi'dinata dalla polarita die vieiie individuata dalle

coppie B C, Pa Ap ; due involuzioni analoghe si hanno

nspettivamente su b, c.

Nel l.° caso le tre involuzioni di punti coniugati

su a, b, c sono ellittiche (concordi), perche si sepai’ano le

due coppie B C, Pa Ap

,

ecc. , si separano in conseguenza

due qualunque coppie di punti coniugati su ciascuna delle

rette a, b, c, ed in particolare una qualunque di queste

coppie sepai’a la coppia di A-ertici del triangolo ABC appar-

tenente al inspettivo lato. Percio, in primo luogo, non vi

sono su a, b, o, dei punti coniugati di se stessi; inoltre,

considerato un punto qualunque P' (diverse da B, C) e la

sua polare p', si ha che le proiezioni di P fatte d.a. A, B, C,

inspettivamente su a, b, c, prese insieme alle intersezioni

rispettive di queste tre rette con p' separano le coppie di

vertici del triangolo ABC, sicche la polare p' di P' e sempre

esterna alia regione triangolare P . J5 C' che contiene P'.

Dunque, nel 1° caso la iiolarith non possiede alcun

punto (appartenente alia propria polare, cioe) coniugato

di s6 stesso.

Nel 2° caso la retta p> incontrera due dei tre seg-

menti AB, AC, BC, cui

appartengono rispetti-

vamente Pc, Pt, Pa, e

non il terzo; suppo-

niamo per esempio che

non incontri B Pa C.

Abbiamo allora su a

le coppie di punti co-

niugati (in :i:
)
B C

,

Pa Ap, che si separano:

su b,c rispettivamente

le coppie AC, Pi Bp & A B, Pc Cp che non si separano

:

quindi delle tre involuzioni di punti coniugati che la tc
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determina su a.b.c, una e ellittica e due soiio ipeibo-

liche. Queste ultime ammettono ciascuna due punti doppi.

coniugati di se stessi.

Possiamo dunque enunciare il risultato:

Le polaritd del piano si dividono in due categorie

:

i.® Le polaritd wiiformi, prive di elenienti ooniu-

gati di si stessi. Esse sono caratterizzate dal fatto che

ogni punio del piano, il quale sia interno ad una regions

triangolare deierminaia da un triangolo coniugato, ha

la sua polare esterna alia delta regions

S.®' Le polaritd non uniforim, dotaie di elementi

coniugati di si stessi. Esse sono caratterizzate dcd fatto

che ogni punto del piano, il quale sia interno ad unn
regions tnangolare determinata da un triangolo coniu-

gato, ha la sua polare penetrante nella stessa regions

triangolare.

Le polarity, uniformi traggono il loro nome dal fatto

che ogni involuzione di elementi coniugati in esse soi)ra

una retta od in un fascio di raggi, e concorcle (ellittica).

Il contrario accade per le polaritd non uniformi,

anzi in questo caso, delle tre involuzioni di punti coniu-

gati, che SI hanno sopra i tre lati d’ un triangolo coniu-

gato, due sono discordi ( iperboliche) ed una concords

(ellittica), e correlativamente.

§ 54. * La polarity ortogonale nella stella. — Le pro-

posizioni grafiche stabilite per le omografle e le corre-

lazioni piane, in particolare quelle relative alle polaritii

del piano, si riportano subito alia stella medianle il prin-

cipio di dualita, o eseguendo una proiezione.

Fra le polarith di una stella propria si distingue,

dal punto di vista metrico, la polaritk (uni forme) in cui

ad ogni retta della stella corrisponde il piano ortogonale.

Che tale corrispondenza sia effettivamente una polaritk,

si verifica subito, perche, se u, v, sono due raggi (orto-
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gonali) della stella. tali die il piano ortogonale ad u passi

per V. andie il piano ortogonale a v passa per u (§ 51).

()ra la polariia menzionata. prende il nome di fola-

ritd ortogonale della stella

La considerazione della polarita ortogonale di una

stella trae la sua importanza dalle proprieta die andiamo

a stabihre.

Si abbiano due stelle (proprie) omografldie 0, O', e

suppongasi die alia polarita ortogonale dell’ una corri-

sponda. nell’oniografia, la polarita ortogonale dell’altra;

vale a dire, ad una retta e ad un piano per 0 die sieno

ortogoiiali. corrispondano per O' una retta ed un piano

del pari ortogonali Due qualunque fasci di raggi (o di

piani) corrispondenti nelle due stelle, risultano riferiti

proiettivameiite in modo die alle coppie di elementi

ortogonali deU’uno corrispondano le coppie di elementi

ortogonali dell’altro; i detti fasci sono dunque congruenti

(§29). Perci6 1’ omografla tra 0, O' fa corrispondere

air angolo di due raggi o di due piani di una stella, un

angolo uguale nell’altra stella. In conseguenza ad ogni

angolo poliedro col vertice 0. corrisponde (per 1’ omografla)

un angolo poliedro col vertice O', arente gli angoli (diedri)

e le faccie (angoli) ordinataniente uguali ai corrispondenti

angoli e faccie del prime; due angoli poliedri corrispon-

denti nelle due stelle sono dunque congruenti od uguali

(§ 9). Percid 1’ omografla fra le due stelle prende il nome
di congriien::a.

Ora SI eseguisca un movimento della stella 0, il

quale sovrapponga un angolo tetraedro di vertice 0, al

corrispondeiite angolo tetraedro di vei'tice O'. Questo

movimento produce fra le due stelle un’ omografla, che

non pud diiferire da quella deflnita mediante la corri-

spondenza dei due angoli tetraedri. Si conclude cosi che

il detto movimento sovrappone ogni retta o piano della

stella 0, all’elemento della stella O' che gli corrisponde

nella data congruenza.
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Possiamo dunque, riassumendo, t'liuiiciare il teorema

:

Tin’ omografia fra due stelle proprie , la quale

faccia corrispondere le polaritd ortogonali di esse, d

una oongruenza ; essa pud generarsi con un movimento,

die sovrapponga V %ina Stella all’ alira, portando a coin-

cidere gli elemenh corrispondenli.

Consideriamo due stelle (proprie) 0, O'

;

e per 0
si abbiano due rette a, h, non ortogonali, per O' due rette

a', b', formanti un angolo a' b' = ab.

Si puo sovrapporre, con un niovimento, la stella 0
alia O', facendo comcidere le rette a, a', e le b, b', in

due modi ; si otteugono cosi due congruenze facenti cor-

rispondere le dette coppie di elementi, e quindi le rette

del fasci a b, a! 5,' in un modo determinate (§ 32) ;
1’ una

oongruenza si deduce dall’ ultra con una simmetria rispetto

al piano a' b', ossia con una roiazione di due angoli retti

attorno alia perpendicolare, in O', al detto piano Abbiamo

dunque, riunendo al risultato ottenuto quello die se ne

deduce per dualitii, die.

Tra due stelle proprie si possono porre due con-

gruense, in modo die a due rette (o due piam) , non

ortogonali dell' una, corrispondano due rette (o rispetti-

vamente due piani) formanti un angolo uguale n ell’ ultra.

In particolare i resultati precedeiiti, cbe concernono

due stelle, si possono applicare al caso in cui queste

sieno sovrapposte; si potra allora parlare di congruenza

in una stella (omografia che trasforma in se stessa la

polarity, ortogonale). E due coppie di raggi ab, a'b', di

una stella, formanti angoli uguali non retti, determine-

ranno nella stella due congruenze in cui a, d e b, b' si

corrispondono,

Una congruenza in una stella pub essere omologica.

In tal caso si avranno infinite rette unite componenti

un fascio di raggi, e infiniti piani uniti, passanti per la

perpendicolare a al piano a del detto fascio. Ad ogni
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retta corrisponderk la simmetrica rispetto ad a, o, cid

che e lo stesso, la simmetrica rispetto al piano a.

Si conclude dunque:

U?2a congniema omologica, in nna Stella propi

c nna sihimetria nspeito ad im asse (e rispetto al piano

ortogonale)) e pud essere generata colla rotazione di due

angoli retti della Stella atlorno alV asse.

OssERVAZioNE 1.^ — L’ uguaglianza di due angoli o

diedri in una stella risulta definita come una relazioiie

grafica di essi colla polanta ortogonale. Cosi tutte le pro-

priety. metriche della Geometria della stella si ottengono

da relazioni graficlie delle figure colla polarita ortogonale,

che percio si chiama « assoluto » della stella, come pel

piano I’lnsieme della retta impropria e deir involuzione

assoluta di questa retta.

OssERVAZioNB 2.^ — Si potra deflaire come polaritd

assoluta del piano improprio e dello spazio, la polaritk

die si ottiene sal piano improprio segando la polarita

ortogonale di una qualsiasi stella propria, vale a dire la

corrispondenza per ortogonalita fra direzioni e giaciture.

Si potra chiamare congritenza ogni omografia del piano

improprio, la quale trasformi in se stessa la polaritk

assoluta.

In una congruenza del piano improprio a due punti

collegati a direzioni formanti un certo angolo, corrispon-

deranno due punti (formanti una coppia congruente, cioe)

collegati a direzioni formanti un angolo uguale, ecc.

Nel piano improprio vi saranno due congruenze in

cui si corrispondono ordinatamente due coppie congruenti

di punti ecc.

§ 55. Esteusione della legge di diialita nelle forme di

2.§

**' specie. — E stato dimostrato nel § 9 che tutti i teo-

remi della geometria del piano o della stella, dedotti dai

postulati fondamentali (I II III IV V VI) della Geometria
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proiettiva, vengono associati a coppie secondo la legge

di dualita del piano, o rispettivamente, della stella. I teo-

remi cosl dedotti, come si e osservato nel § 6, concernono

sempre propnetk, graflche delle figure. Mediante la cor-

relazione nel piano o nella stella possiarao estendere la

legge di dualita stabilita, dandone una nuova dimostra-

zione a posteriori.

Riferiamoci nel I’agionamento al caso del piano. Si

abbia dunque nel piano una figui’a ilf. dotata di certe pro-

prieta graflche. Queste si potranno enunciare dicendo che

:

1) certi punti di M appartengono a certe rette di M
(o viceversa);

2) certi punti sopra una retta (o certe rette per un

punto) di M si susseguono.

Operiamo nel piano una correlazione, nella quale

alia Agava M corrisponda una flgura 31'
; allora

:

1) ai punti ed alle rette di ilf che si appartengono,

corrispondono rispettiYamente rette e punti di ill' che si

appartengono

;

2) a punti susseguentisi sopra una retta di ilf, cor-

rispondono rette (formanti un gruppo proiettiyo a quello

dei detti punti e quindi) susseguentisi per un punto di 31';

similmente a rette susseguentisi per un punto di M, cor-

rispondono punti susseguentisi sopra una retta di M'.

Dunque per ogni flgura piana If, possedente certe

proprieta graflche, esiste una flgura piana (eorrelativa)

ilf', che gode delle propriety correlative nel piano. Si pud

enunciare il risultato ottenuto, includendo anche il caso

della stella, che si tratta analogamente

:

In una forma dt 2.^ specie, ad ogni figura si pud

associare una figura eorrelativa, di oui le propriety

graflche vengono dedoite da quelle della prima mediante

uno scambio di elementi (punto e retta, o retta e piano).

Questo enunciato costituisce una vera estensione della

legge di dualitd per le forme di 2.®' specie, poichd tale
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legge I'isulta ora stabilita per tutte le propi'ieta grafiche,

indipendeiitemente dal modo con cui esse sono stabilite, e

quindi anche se nella loro dimostrazione si fossero impie-

gate nozioni nietriche

La legge di duality nelle forme di 2 ^ specie pu6

anche essere estesa ulteriormente a tutte le propneta

proieflive delle figure, chiamando proietiive quelle pro-

pneta die non rengono allerate per un’ omografia ( cioe

che si traducono in analoglie propneta delle figure tra-

sformate). Fra queste proprieta proiettive sono tutte le

proprieta grafiche, ma anche talune metriche, come il

valore del birapporto di 4 elementi in una forma di 1.®'

specie.

Riferendoci per esempio al piano, notiamo che una

qualsiasi omografia t: viene trasformata in un’ omografia

T~T ~ da una correlazione T, (mentre viceversa questa

2.® omografia vien trasformata nella 1.® dall’ omografia

inversa T~ '); quindi se M e una figura del piano e M
la comspondeiite in T, ad ogni proprieta di M che non

SI alter! per una qualunque omografia eseguita su M,
corrisponderii una proprieta di M' che non sara alterata

da una qualsiasi omografia del piano; e tale propnetii

di M' verra dedotta dalla supposta proprieta di ili" collo

scambio degli elementi; punto e retta. Cost concludiamo

in generale che:

La legge di dudhtd nelle forone di S.^ specie sus-

siste per tiUie le proprietd proiettive delle figure in

esse oontenute.

Ma questa seconda estensione della legge di dualita

non dii sostanzialmente nulla di piii della precedente.

Iiifatti, tutte le proprietd proiettive delle figure apparte-

nenti a forme di 2.^ specie si possono enunciare come
proprietd grafiche di esse. Se, mvero, si tratti di una

proprieta proiettiva di una certa figura M. la quale includa

qualche nozione metrica, questa proprieta potrk tuttaiia
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enunciarsi come una relazione grafica di M coll’assoluto 1

della forma di 2.®’ specie, ossia come una proprielii gra-

flca della flgura composta i/+ i; ma poiche tale pro-

pneta deve conservarsi per una qualunque proiettivita

,

die pure non conservi J, essa riesce in deflnitiva indi-

pendente da 1, ossia riesce una proprieta grafica della

flgura M in se stessa, equivalente alia proprieta metrico-

proiettiva proposta.

Le considerazioni cLe precedouo conducono anche a

chiarire cio die puo dirsi intorno all’ applicabilita della

legge di duahtti nella Geometria metrica delle forme di

2.“^ specie.

Quando una proprietk metrica P di M viene enuii-

data come una proprieta grafica di M+ 1, si ottiene

una propriety correlativa P' della figura M'+ 1' ottenuta

aggiungendo alia M\ correlativa di M. un ente 1' cor-

relative dell’assoluto. Ora, se la data forma di 2.®' specie

h un piano, 1’ ente I' e una involnzione di un certo fascio

di raggi, e, comunque sia determinate, non lia alcuna

signiflcazione metrica; per conseguenza la M' ammetterk

la proprietk correlativa di quella P attribuita ad M,
soltanto nel case die la proprieta P' di M' 1' riesca

indipendente da I', vale a dire se la P di if -4- / e indi-

pendente da I, ossia se essa e una propriety (equivalente

ad una proprieta grafica, e quindi) proiettiva di M\ in

caso ojiposto la proprieta P' di M' -t- P non si potra in

alcun modo riguardare come una proprieta della flgura M'
considerata in se stessa.

Se invece la forma in questione e una stella, I’ente 1'

sar^ una polarita di essa, e potrb, determinarsi in guisa

cbe sia ancora (come I) la polaritk ortogonale
;
percio la

proprieta P" di if' -1- I' sark in ogni caso una proprieta

di M' in relazione all’assoluto, ossia potra riguardarsi

come una proprietk metrica della if' in se stessa, pro-

pnetk correlativa di quella (P) attribuita ad if.
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Concludiamo dunque che:

JVel picmOy la legge cH dualitd non vale in generate

per le propnetd metriche, ma soltanto per quelle che

sono proieitive.

Nella Stella, la legge di dualitd vale anche per tutte

Ic pro2)rietd nietriche.

OssERVAzroNE. — L’ estensione della legge di dualita

relativa alle forme di 2.^ specie e stata innanzi stabilita

a posteriori, facendo uso di una reciprocity. E cosi ci

siamo dispensati dall’esaminare la natura del ragionamento

che Cl conduce ad un teorema di cui si 7uole il corre-

lativo; sia pure che questo ragionamento sia fondato

sopra nozioni metriche e sui postulati relativi a tah

nozioni,

Ma si potrebbe stabilire tale estensione anche a
2')riori. osservando che i postulati della Geometria metrica

del piano o della stella, interpretati graficamente in rela-

zione all’assoluto, fornirebbero teoremi della Geometria
proiettiva, dimostrabili in base ai soli postulati di essa.



CAPITOLO IX

Le coniche

§ 56. Definizioni. —
unifox’me, vi sono sempre

tre categorie di x^ette :

1 )
rette ( appai’tenenti

al proprio polo) contenenti

un punto coniugato di se

stesso
;

2) I'ette (non apparte-

nenti al propi'io polo), su

cui r iiivoluzione di punti

coniugati e iperbolica, cioe

rette che contengono due

punti coniugati di s6 stessi

;

3) rette (non apparte-

nenti al pi’opido polo) su

cui r involuzione di punti

coniugati e ellittica, cioe

rette che non contengono

alcun punto coniugato di se

stesso.

Data nel piano una polarita non

tx'e categoxde di punti:

1 )
punti ( appartenenti

alia propria polare) per cui

passa una I'etta coniugata

di se stessa;

2) punti (non apparte-

nenti alia pi’opria polai’o),

per cui T involuzione delle

rette coniugate e ipei’bo-

lica, cioe punti per cui pas-

sano due rette coniugate di

se stesse;

3) punti (non apparte-

nenti alia propxua polare)

per cui V involuzione delle

rette coniugate e ellittica,

cioe punti per cui non pas-

sano rette coniugate di se

stesse.
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Se in una polarita piana esiste un punto apparte-

nente alia propria polare, cioe un elemento (di ciascana

delle due specie) coniugato di sd stesso:

esistono infmiii punti co- esistono infinite retie coniu-

niugali di s4 stessi. gate di se stesse.

Invero sia A un punto Infatti sia a una retta

coniugato di se stesso ed a coniugata di se stessa ed A

la sua polai’e. Ogni retta p il suo polo. Ogni punto P
per A, diversa da a, ha il su a, diverse da A, ha la

suo polo su a, quindi non e sua polare per A, quindi

coniugata di se stessa; per- non e coniugato di se stesso;

CIO essa appartiene alia ca- percio esso appartiene alia

tegoria 3) e contieue un categoviaS’J e per esso passa

altro punto P coniugato di rettap coniugata di

se stesso. Variando la retta se stessa. Variando il punto

per A. varia il punto P, P su a, varia la I’etta p.
sicche r insieme dei punti sicche 1’ insieme delle rette

coniugati di s§ stessi, cosi coniugate di se stesse, cosl

generate, appare come una generate, appare come un

linea (luogo di un punto inviluppo (successione delle

mobile) nel senso intuitivo posizioni di una retta mo-
della parola. bile) nel senso intuitivo della

parola.

U insieme dei punti e delle rette coniugati di sS

stessi dicesi conica fondanientale della polariid.
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La conica, considerata

semplicemente come insieme

dei suoi punti
, si chiama

conica luogo.

Le rette del piano che

appartengono alia !.”• o alia

2.®' categoria in relazione alia

polarita, hanno coniuni n-

spettivamente uno o due

punti colla conica luogo, e

sono dette rispettivamente

tangenii o secanti di essa.

Le I’ette della 3 ® categoria

non hanno alcun punto co-

mune con la conica e sono

dette esterne ad essa.

La denominazione di

« tangente » alia conica , si

giustifica facendo vedere che

essa corrisponde alia iiozio-

ne intuifiva di tangente ad

una linea piana, e ci6 nel

seguente modo:

Se e un punto della

conica, ogni retta per A in-

contra la conica in un altro

punto (ed e una secante), ad

eccezione della polare di A
che h la tangente in A;

questa appare dunque come

li777ite di una secante varia-

bile, di cui I’ulteriore punto

d’ incontro colla conica si

La conica, considerata

semplicemente come insieme

delle sue rette, si chiama

conica inviliippo.

Per un punto del piano,

secondoche appartiene alia

1.® 0 alia 2.® categoria in

relazione alia polarita, pas-

sano rispettivamente una o

due rette della conica invi-

luppo; nel 1 ° case il punto

SI dice punto di coniatto di

quella retta, nel 2.° caso il

punto si dice esteomo alia

conica. Per un punto della

3.® categoria non passano

rette della conica; un tal

punto si dice mtemo.

La denominazione di

« punto di contatto » di una

retta colla conica, si giusti-

fica riattaccandola ad una

nozione intuitiva generale,

che si riferisce agli invi-

luppi

:

Se a ^ una retta della

conica, per ogni punto di essa
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avvicini indefinitamente ad conica, tranne che per il polo

A, 0 ,
come si suol dire di a che e il punto di con-

(usando una locuzione im- tatio, questo appare dunque

precisa ma espressiva), quale come il punto d’incontro di

retta che unisce dtte punti due rette infinitamente vi-

mfmitamente vioini della cine dell’ inviluppo, cioe

linea. come limite dell’intersezione

di a con un’altra retta del-

r inviluppo che si avvicini

indefinitamente ad essa.

Le rette di una conica appariscono come tangenti

della conica, considerata come luogo dei suoi punti, e cosi

i punti della conica appariscono come punti di contaito

delle corrispondenti rette dell’ inviluppo (tangenti).

Dunque: La conica appare come V xmieme dei punti

e delle tangenti di una linea piana.

OssERVAZioxE. — Questa linea separa il piano in

due regimii, una delle quali, quella dei punti che abbiamo

denominate esterni, e descritta dalle tangenti. A questa

separazione fa riscontro per dualitk la separazione delle

I’ette non tangenti in « secanti » ed « esterne ».

Volendo acquistare una prima idea approssimativa

della forma di una conica, immaginiamo di seguire col-

r occhio la sua genesi, partendo da un punto A di essa.

I punti della linea vengono a corrispondere alle rette

per A\ al muoversi di una retta per A, che descriva il

fascio A, commciando dalla posizione della tangente, cor-

risponde il muoversi di un punto, che partendo da A
descrive tutta la linea tornando in A. Dunque la conica

appare come una linea chiusa, ed e anche facile persua-

ders! che le due region! di punti esterni ed interni

rispetto ad essa, hanno 1’ ordinario significato intuitive,

poiche una tangente variabile lascia sempre da una banda

la conica e non invade mai la regione dei punti interni.

Questa deduzione per6 non k da riguardarsi come rigo-
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rosamente dimostrata; ne abbiaino dato cenno solo per

aiutare fin d’ ora T intuizione delle coniche, ma ci riser-

viamo di dimostrare piu tardi, con tutto rigore logico, i

teoremi cui essa darebbe luogo.

^Abbiamo detto die la conica appare come nna linea

chiusa; avvertiamo subito che cio deve intendersi relati-

vamente all’ intuizione grafica.

Dal punto di vista metrico la cosa appare diversa,

giacche puo darsi che il punto mobile descrivente la

linea assuma (una o due volte) la posizione di un punto

improprio. Se si vuole formarsi una mtuizione metrica

della forma di una conica si devono dunque distinguere

anzitutto tre specie di coniche;

1) La ellisse, per cui la retta all’infinito e esterna,

ha la forma di un ovale chiuso.

2) h'lperhole, per la quale la

retta all’ infinite e secante, e compo-

sta di due rami aperti che si riattac-

cano in due punti all’ infinite, cioe si

vanno indeflnitameiite accestande (da

parti epposte) a due rette fisse « gli

asmtoti », tangenti nei punti all’ infinite.

3) Ijd. parabola, (vedi figura alia pagina seguente)

per la quale la retta all’ in-

finite e tangente, e formata

da un sole ramo aperto

,

che non si avvicina indefi-

nitamente a nessuna retta

propria, e, si pud dire, si

chiude nel punto all’infinito.

Con una conveniente proiezione le coniche delle tre

specie (metriche) enumerate, si possono scambiare Tuna
neir altra.

Questo fatto aiuta a concepire graficamente come

unica la forma delle tre Imee. L’iperbole appai’e come un
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ovale spezzato dalla retta airinfinito; la parabola come

un ovale allungato indefinitamenle da una parte

II priucipio di dualita nello spazio ci conduce a con-

siderare certe figure della stella, correlative delle coniclie

C
clie SI ottengono anche come proiezioni

Ji esse, vale a dire « i coni quccdrtci

Un cono quadrico si pu6 definire come

rinsieme delle retto e dei piani corn-

spondenti, in una polarita non umforme

della Stella, die si appartengono ; oppure

como proiezi072e ch tma conica ( da

un cent 1*0 « vevtice » fuori del suo

piano). Viceversa la sczione di un cono ^qiiadnco con

un piano not passante pci v.eHice e una conica.

Le rette di un cono diconsi sue generatnci; i piani

di esso diconsi « piani tangenti » secondo le genera-

trici polari.

II cono concepito come luogo dei punti delle sue

generatnci appare iniuitivamente come una sujjerficie ;

la flgura ad esso correlativa e F insieme dei piani pas-

santi per le tangenti ad una conica (piani che diconsi

tangenti di essa).

Un caso particolare * del cono quadrico e il cono

circolare retto o di rotazione^ che si ottieiie proiettando

un cerchio da un punto della perpendicolare al piano di

esso nel suo centro.

Come esteiisione del cono circolare retto si pu6

considerare il cono circolare ohliquo; proiezione di un

cerchio da un punto esterno al suo piano posto fuori

della perpendicolare elevata al piano stesso, nel centro

del cerchio. Piii tai'di si vedra come ogni cono quadrico

ammetta delle sezioni piane circolan e possa quindi con-

siderai’si come un cono circolare, retto od obliquo. Qui

ci limitiamo a notare che da un qualsiasi cono circolare

si possono ottenere, come sezioni piane, le tre specie di
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coniclie : iperbole, parabola, ellisse, segandolo con nn

piano (non passante pel vertice) il quale sia parallelo

a due generatrici del cono ,
o inspettivamente ad una , o

a nessuna.

§ 57. Proprieta dei poli e polari rispetto ad uua coaica.

— Come una polarita piana non uniforme determina una

conica fondamentale, cosi a sua Tolta la conica determina

la polaritk.

Si prendano infatti sulla conica 4 punti (di cui certo

3 non sono mai in linea retta) e si facciano ad essi cor-

rispondere le relatiYe tangenti della conica (di cui 3 non

passano per un punto); resla cosi determmata nel piano

una polarita non uniforme che non puo differire da quella

che deflnisce la conica.

Potremo dunque considerare indilferentemente nel

seguito, come relazioni rispetto alia conica, le relazioni

di polo e polare, di elementi coniugati, ecc. definite rispetto

alia polaritk.

I poli e le polari rispetto ad una conica danno

luogo ad importanti proprieta, ciascuna delle quali bi

pu6 considerare come una nuova definizione della pola-

rita e come un mezzo per lusolvere facilmente i relativi

problem! di costruzione.

Data una conica C,

la polare p di un punto P
die non le appartenga

:

1) Contiene tutti i co-

niugati armonici di P ri-

spetto alle coppie di punti

oomuni alia conica C e ad

una gualsiasi secante per F;

il polo P d’ una retta p

non tangente ad essa

:

1) Apparttene a iutte

le rette coniugate armoni-

che di p rispetto alle cop-

pie di tangenti condo tie a C

per un qualsiasi punto ,

esterno ad essa, di p;

14
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Iiifdtti, se si consiilera Infatti, basta stabilire il

una secante per P, la quale

incontri G nei punti A. B.

su questa retta si ha una

involuzione (iperbolica) co-

stiluita dalle coppie di punti

P

ragionamento correlative di

quelle a sinistra.

coniugati, avente A, B come

punti deppi
.
quindi il coniu-

gato di P su di essa (die

e un punto di jj) e il coniu-

gato armenico P' di P ri-

spetto ad A. B.

2) Contiene i punti di 2) Apparhene alle tan-

contaltorlelle eventuahtan- genti negh eveniuah punti

genii alia conica pcissanti d’lncontyo della conicacolla

per P. retta p

Infatti se per P passa Cerrelativaniente (e in-

uiia tangente a (7, il suo versamente) all’ enunciate di

punto di contatto A e coniu- sinistra.
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gato di P giacche la tan-

gente m A (polare di A)
passa per P.

3) E V a^sG di iina

omologia armomca di cen-

tra P, che trasforma in

stessa la conica.

Questa proprieta non e

della prima.

4) Gontiene tuiti gli

iiUeriori punti diagonal!

del quadrangoh iscritti nella

conica, anenti impunto dia-

gonale %n P.

3) E il centra di iinoj

omologia armomca di asse p,

che trasforma in se stessa

la conica,

che una diversa espressione

4) Appartiene a tutte

le iilteriori rette diagonah

dei quadrilateri circoscritti

alia conica, aventi p come
retta diagonale

Rifeinamoci p. e. alP enunciate di sinistra.

Sia DEGF un quadrangolo iscntto nella conica G,

-avente un punto diagonale in P, e sieno A, B gli altri due

punti diagonal! di esso ; infine sieno QF, ED i lati del qua-

drangolo per P. Pel § 14 la retta AB sega le GF, ED
in punti coniugati armonici di P rispetto alle coppie QF,

ED; quindi (per la proprieta 1) la AB e la polare p
di P; cio dimostra il teorema.
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OSSERVAZIOXB. — Queste vane deflnizioni della polare

d’un punto 0 del polo d’una retta, rispetto ad una conica^

danno luogo alle relative semplici costruzioni ; e in gene-

rate da preferirsi quella data dalla proprieta 4). Se ne

cavano anclie notevoli proprieta. Per esempio

11 ti^iangolo dictgonccle II iHlctteTO cliCLgouctlc

di tin quadrungolo isoTitto d* un Qitc&drilctt6f0 ciTCO'-

nelln conica, d comiigcito scTitto alia coiiica, d coniu-

jispetto alia conica gctlo risjpetto ad essa,

Giacche. (riferendoci, per esempio, all’ enunciate di

sinistra) le coppie di vertici del triangolo sono coppie di

punti coniugati (per la proprieta 1).

Una conseguenza immediata della proprieta 2) e la

seguente

:

La polare di un ptento rispetto ad una conica e

esterna 0 secante, secondoche tl punto d, rispettivamente,

intemo od esterno alia conica.

Si iia ancora:

In un triangolo coniitgato rispetto ad una conica

due lati sono secanti ed uno esterno, due vertici esterm

ed uno interno.

Iiifatti (§ 53), su due delle tre rette costitueiiti il

triangolo coniugato. le involuzioni di punti coniugati sono

iperboliche, nientre sulla terza si ha un’involuzione ellittica.

§ 58. * Diametri delle conicJie. — Poniamo in rela-

zione una data conica colla retta all infinite del sue

piano e consideriamo le relazioni metnche, che cosi sca-

turiscono dalla polant^. Ne ricaveremo ancora nuovi

elementi per acquistare una pm esatta nozione della forma

delle coniche.

Abhiamo gia detto che una conica dicesi ellisse, iper-

bole, 0 parabola, secondoche la retta all’ infinite e ad

essa esterna, secante 0 tangente. Lo studio di queste tre

linee, sebhene dotate di propriety metriche difFerenti, si
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pu6 conduiTe, considerandole tutte e tre insieme; le distzu-

zioni. ove e il caso, si presentano da se.

Rispetto ad una qualsiasi conica, le I’ette coniugate

della retta all’ infinite diconsi diametfi, e, preeisamente,

diametn conmgati alia direzione delle I’ette passanti pen

il polo (air infinito) di esse.

Per il polo d’ un diametro, supposto non appartenente

alia conica, passano infinite rette parallele seganti la

conica ciascuna in due punti propri
;

i segmenti finiti com-

presi fra tali punti costituiscono un sistema di corde paral-

lele della conica.

Dal § 56 segue:

Un diametro di una conica, che non sia tangente

alia conica (nel suo punto all’ infinito), d il luogo dei

punti medi delle corde della conica, parallele alia dire-

zione coniugata.

Tutti i diametri d’ una conica passano per un punto,

detto centra, polo della retta all’ infinito. Nell’ iperbole

e nell’ ellisse questo punto 6 proprio, e pero tali curve

diconsi coniche a centra . 1’ opposto avviene nella para-

bola, cioe tutti i diametri sono paralleli (il centre e al-

r infinite).

Il Centro e interno nell’ ellisse ed esterno nell’ iper-

bole, poiche la sua polare e esterna nel 1.** caso, secante

nel 2.°. Le due tangenti all’ iperbole, condotte pel centro,

la toccano nei punti all’ infinite ; come gifi abbiamo avver-

tito, esse diconsi asintoti.

Si e visto in generate (§ 52), che le rette coniugate

rispetto ad una conica, passanti per un punto che non le

appartenga, si corrispondoiio in un’ involuzione: cosi, data

una conica a centro, le coppie di diametri conmgati di

essa formeranno un’ involuzione pel centro (involuzione

dei diametn coniugati), la quale sarh ellittica o iperbolica

•secondo la natura della conica , e nel secondo caso avrh

come raggi doppi gli asintoti.
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I (lianietri della parabola, tutti paralleli tra loro,

sono coniugati ciascuno ad una direzione del piano, essendo-

le polari dei punti all’ inflmto

OssERVAZioNB. — Date due coppie di diametri coniu-

gati fli una conica a centre, si riconoscerk immediata-

iiiente la nalura iperbolica o ellittica della conica, guar-

ilando se le nominate coppie si separano o no (§ 37).

Un punto non appartenente ad una conica e la sua

polare sono centro ed asse di uu’ omologia involutoria

die trasforma in se stessa la conica (§ 57, 3); dunque.

II cenh'Q {pt'oprio) di una conica d centra di una

tsinimetria che trasforma in sd la conica; ossia d il

punia medio delle corde della conica che passano per

esso

Se due corde della conica si bisecano, il comune

punto medio di esse e il centro della conica.

§ 59.'* Assi delle coniclie. — Nel cerchio tutte le

coppie di diametri comugati sono ortogonali, ossia 1' in-

voluzione dei diametri coniugati e I’involuzione degli angoli

retti. Infatti, dato uii diametro del cerchio, il diametro

ad esso perpendicolare e il suo coniugato. percli^ biseca

le corde ad esso parallele.

Viceversa: si abbia una conica C
(a centro) in cui 1’ involuzione dei dia-

metri coniugati sia quella degli angoli

retti; dico che la (7 ^ un cerchio. In-

fatti, sieno A, B due punti arbitrari della

conica. Il diametro (per il centro 0)
perpendicolare al segmento AB e coniu-

gato alia direzione della corda AB e quindi la biseca;

segue che i segment! OA, OB sono uguali fra loro. Dunque
la conica e il luogo dei punti distant! da 0 del segmento

OA, ossia e il cerchio di centro 0 e raggio OA. c.d.d.
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Le proprieta staljilite si possoiio riassuuiere nel

Teorema. — La conthzione necessana e sufficienlc

perclid una conica sia un cerchio, d che Vinvoliiztone cU

piinti coniiigati suhorclinata da essa, sullci retta alVinfi-

niio, sta V involiizione assohita.

Eccepito il caso del cerchio, T involiizione dei dia-

metri coningati di una conica a centro, non e quella degli

angoli retti
;
percio in essa esiste itna coppia di diametri

coniugati ortogonali, coppia comune alia detta involuzione

del diametn coniugati e a quella (ellittica) degli angoli

retti (§ 41).

In una conica. i diametri ortogonali alia direzione

coniugata diconsi assi.

In iina cornea a centro esistono due assi, ortogonaU

fra loro, la cornea e un cerchio e iutii i suoi

diametri sono assi,

NelV iperhole gh assi sono le 'bisettrici degli angoli

degli asintotL

La direzione ortogonale ai diametri di una parabola

sara coniugata ad un diametro ben detenninato . asse della

parabola. Percid la parabola ha un asse.

L’ omologia armonica, avente per asse un asse della

conica e per centro il polo di essa, cioe il punto all’ in-

finite nel la direzione ortogonale, trasforma la conica in

se stessa ; dunque

:

Vn asse di una conica d asse di una simmetria

ortogonale che trasforma in s^ stessa la conica.

§ 60. Teorema di Staudt. — Se nel piano di una

conica si considerano

.

due rette qualunque a, b, non

coniugate, e a ciascun punto

delPuna si fa corrispondei’e

quel punto dell’ altra che e

coniugato al primo, le due

due punti qualunque A, B,

non coniugati, centri di due

fasci
, e a ciascuna retta

dell’ uno si fa cornspondere

quella retta dell’altro fascio
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rette x’isultano proiettive tra che e coniugata alia prima,

loro. i due fasci risultano proiet-

tivi fra loro.

Infatti ciascuiia retta Infatti ciascun fascio e

e prospettiva (sezione) al prospettivo (proiezione) alia

fascio delle polari dei punti punteggiata dei poll delle

deir altra rette dell’ altro.

In particolare:

So il punto comune alle Se la retta A B con-

nominate rette a, b, e coniu- giungente i due punti e co-

gato di se stesso (cioe ap- iiiugata di se stessa (ossia e

partiene alia conica), le rette una tangente alia conica), i

a, b risultano prospettive ,
fasci A, B, risultano pro-

ossia le congiungenti i punti spettivi
, cioe i punti d’ in-

coniugati rispettivamente su tersezione di due rette co-

a, b, passano per un punto. niugate rispettivamente per

A,B stanno soprauna retta.

Di qui si deducono i teoremi (di St.iudt) :

Data una conica ed un Data una conica ed un

ii'iangolo ABC iscritto in trilatero abc circoscritto

,

essa (cioe tale che i suoi (cioe tale che i suoi lati

vertici sieno sulla conica), sieno tangenti ad essa), ogni

ogni retta coniugata ad un punto comugato ad un ver-

lato BC dei triangolo, sega iice ho del trilatero, proieita

gli altri due lati in punti gli altri due vertici secondo

coniugati. due rette coniugate.

Viceversa, se una retta Viceversa, se un punto

sega due lati AB, AC del proietta due vertici ah, ac

triangolo in due punti co- del trilatero secondo due
niuqati, essa d coniugata al raggi coniugati, esso i co-

ierzo lato, ciod passa per niugato al terzo vertice,

il polo di esso. ossia appartiene alia sua

polare.

Delle due proposizioni correlative, dimostriamo quella

a sinistra.
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Le punteggiate AB, AC, il cui punto comune A e

coniugato di se stesso, ove si considerino come comspon-

denti i punti dell’una ai

punti comugati dell’altra,

risultano prospettive

;

pertrovare il centre 0 di

prospettivita basta con-

giungere due coppie di

punti omologhi (coniu-

gati). A tale scopo si

considei’ino le polain i, c

di B, C, (tangenti alia

couica rispettivamente

in B,G) seganti rispet-

tivamente in B, C le ^

rette AG, AB\ i punti jB, ^ ed i punti C, G' sono coniugati,

onde il centro di prospettivita 0 cercato, e il punto &c.

Questo punto 0, cosi costruito. e il polo della retta

BC, Cio significa che la congiungente due punti coniu-

gati, posti rispettivamente su AG. BC (passa per 0, ossia)

e coniugata di BG Viceversa ogni retta per 0, cioe ogni

retta coniugata di BC, sega AC, BC in due punti omo-

loghi, ossia coniugati, c.d.d.

Le proposizioni precedent! s’ invertono anche, eviden-

temente, nel seguente modo:

Se un triangolo ABC
ha due vertici A, B sopra

una conica e i due lati AG,

BC di esso segano una retta

coniugata allato AB in punti

coniugati ,
anche il terzo

vertice G del triangolo ap-

partiene alia conica

Se un trilatero cd)c ha

due lati a, h, tangenti ad

una conica e i due punti

ac, he di esso sono proiet-

tati da un punto coniugato

al punto ah, secondo due

rette coniugate, anche la

terza retta e tangente alia

conica.
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g 61. Teorema Ai Steiner: generazioiie proiettiva Aelle

coniclie.

Stabiliamo ora i teoremi*

Proiettando i piinti di Segando le tangenii di

ima conim da due punti ima comca con due tangenti

A,I> dt essa. si oUengono a, b di essa, si oUengono

due fasGi di raggiproieitivi, due puntoggiatc proiettive-

Rifereiidoci p. e. all’eniinciato di sinistra, vediamo die

esso risulta subito dall’osservazione seguente Se i due fasci

A, B sono riferiti Tra loro

in inodo che si cornspon-

dano due raggi come AG. BC
proietianti uno stesso punto

C della conica. le sezioni

dei due fasci con una retta

coniugata ad AB (non pas-

sante per.4,jB) sono due

punteggiate sovrapposte pro-

lettive (in involuzione): in-

fatti clue raggi come AC, BC
segano la retta in due punti coniugati (§ 60), e le coppie

di punti coniugati sopra una retta non tangente alia conica

formano una involuzione.

Si noti che nella proiettivita intercedente fra i due

fasci proiettivi di centri A, B, al raggio comune AB cor-

rispondono le tangenti alia conica, rispettivamente in A
ed in B,

Reciprocamente si ha

:

Nel piano

11 luogo delle interse- V inviluppo delle rette

%toni dei raggi omologlii di oongiungenfA ^ punti omolo-

due fasci proiettivi, non ghi di due punteggiate pro-

prospettivi ni concentrici, iettive, non prospettive nd
i una conica, concentriche, i una conica.
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Riferiamoci p. e. all’enunciato di sinistra.

Sieno A,B i due fasci, a,b i raggi (dnersi da A.B)

che corrispondoiio al raggio comune AB rispettivamente

per ^1, B, ed 0 il loro panto d’ mcontro. Consideriamo

una retta d per 0 (diversa da a, V) la quale seghi A B
in un dato panto O', I raggi omologhi del fasci proiet-

tivi A, jB, segati colla d, danno luogo a due punteggiate

proiettive sovrapposte dove 0, 0' si corrispondono in doppio

modo: essi segano dunque sulla d tante coppie di un’ involu-

zione. Sieno C, Cf due

punti (diversi da 0, O')

coniugati in questa

mvoluzione
,
ottenuti

segando i raggi (cor-

rispondenti) AP, BP,

Possiamo porre

nel piano una polarita

ben deterininata pren-

dendo come polari dei

punti 0, A, B rispetti-

vamente le rette A B, a, &, ed esigendo inoltre che (7, C'

sieno punti coniugati. Infatti, stante le prime condizioni,

resta fissato che ai punti della retta A corrispondano

nella polarita le rette per 0 che sono coniugate a quei

punti nella involuzione deflnita dalle coppie A a e Bh\
mentre la condizione che G, O sieno coniugati nella pola-

rita, porta ad assegnare come polare del panto G la retta c

che unisce G' al coniugato armonico di 0' rispetto ad A, B,

La polaritk resta cosi ben determinata second o il § 51.

Essa ammette una conica fondamentale, che passa per A, B,

toccando <2, &.

Ora due rette per A, corrispondenti nella proietti-

vitk data fra i due fasci, segano d in due punti che sono

coniugati rispetto alia involuzione definita dalle coppie

00', 00', ossia in due punti coniugati rispetto alia conica
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Si deduce che tali rette s’ incontrano in un punlo della

cornea (§ 60): cio dimostra il teorema

OssERVAziONE 1.®' — Se nel piano si considerano due

fasci di raggi prospettivi (non concentrici), il luogo delle

interseziom dei i-aggi omologhi e una coppia di rette

{conica luogo degenere) costituita dall’ asse di prospettivitk

e dal I’aggio comune (unito) dei due fasci. Correlativa-

mente due punteggiate prospettive (non sovrapposle) gene-

rano una coppia di punti {conica inviluppo degenere)

,

costituita dal centro di prospettivita e dal punto comune

(unito) di esse.

OssERVAZioNE 2.^ — La generazione proiettiva delle

coniche (con fasci o punteggiate) data innanzi, permette

di nportare alle coniche (coucepite sia come luogo, sia

come inviluppo) le nozioni di ordim naturali. element!

susseguentisi
,
coppie die si separano

,
ecc. stabilite per

le forme di 1.*^ specie.

Invero se pih punti di una conica vengono proiettati

da un punto di essa conica secondo raggi (d’ un fascio)

susseguentisi, lo stesso avverra quaiido i iiominati punti

vengono proiettati da un altro punto, comunque scelto

sulla conica stessa; si dira allora die quei punti si sics-

seguono sulla conica Cosi pure si dira che si sussegvono

piii tangenti di una conica, le quali vengano segate (da

una e quindi) da ogni altra tangente secondo punti susse-

guentisi Potremo quindi parlare di due segmenti o arclii

complementari determinati da due punti di una conica ecc.

,

ed applicare alle coniche le considerazioni ed i teoremi

relativi alle corrispondenze ordinate.

Se piii punti di una conica si susseguono, si susse-

guono anche le tangenti in essi alia conica.

Cio si desume dal fatto che la polaritk rispetto alia

conica fa corrispondere ad un fascio di raggi proiettanti

i punti della conica da un punto A di essa, la

punteggiata luogo dei punti interseziom della tangente a
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in JL colle tangenti 5, c inspettivamente in B, C....

:

basta osservare che. per effetto della polainta, il lascio A
e la punteggiata a risultano proiettiri, e quindi in corn-
spondenza ordinata.

Allorche abbiamo paidato in principio della forma

delle coniche, guardate sotto I’aspetto graflco, abbiamo

detto che esse appaiono come linee chiuse generate dal

moto di un punto (o di una tangente) che ritorna alia

posizione iniziale. Non altrimenti appare, rispetto all’ in-

tuizione graflca, la retta, dopo 1’ introduzione del punto

improprio; ed analoga e pure la generazione col movi-

mento di un fascio di raggi o di piani.

Questa generazione col movimento di un elemento che

ritorna alia posizione iniziale , e il fondamento intuitivo

comune delle nozioni di ordini naturali, cosi per le forme

di !.* specie, come per le coniche. Dimodoche le relazioni

inerenti al susseguirsi, ecc. di punti (o tangenti) di una

conica, appariscono immediatamente alia vista, quando ci

SI riporti alia rappresentazione di una conica col disegno.

§ 62.* Casi particolari metrici della generazione pro-

iettiva di una conica. — Cercliio e iperhole eqnilatera. —
I teoremi di generazione del precedente § ci conducoiio

ad alcuni casi particolari sotto I’aspetto metrico. Fermia-

moci dapprima sulle coniche concepite come inviluppo.

Considenamo due tangenti pi’oprie parallele a, b, di

una conica a centre. Se-

gandole con le altre tan-

genti, si ottiene tra le a, b

una proiettivitk, nella

quale i punti di contatto

A, B Ai esse corrispon-

dono al punto improprio

comune, considerato rispettivamente su & o su a. I punti

A, B sono dunque i punti limiti della proiettivitk nominata.
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Di qui si I'lcaTa la coiiclusioue (§ 34):

Si conmhrino due tangenti prop'ie 'parallele a, b

dx unci oonioa ii centi'O. eel i loi'o iiunti di contcitto A, B

.

unci icwiyente v&i'ictbile dellu conicu segci le a, b. tn due

jninli, tall che il pvodotto delle distcinze di cssi da

e onstanie.

Si abhia ora iin’ii»erbole, e sieno u. i suoi asintoti.

Le tangenti all’iperbole determinano su u,v, due punteg-

giate proiettive,aventi

ambedue come punto

limite il centre 0-uv.

Se SI indicano con

P, F le intersezioni

di una tangente va-

riabile della iperbole

rispettivamente con

il prodotto OP, OF e costante.u. V. SI lia duuqiie die

(§ 34). Si deduce die:

Data un’ tperbole. il iriangolo detei'minalo dagh

asintoii e da una tangente vanahile ha area costante.

Quesla propriota e caratteristica per 1’ iperbole-mviluppo.

Consideriamo infine una parabola e due tangenti qual-

siansi proprie di essa Queste vengono segate dalle altre

tangenti secoudo due punteggiate proiettive. dove i punti

aU’infliiito si corrispondono. Si deduce (§ 29) die.

Segundo con una tangente varidbile due tangenti

proi^rie fisse di una parabola, si ottengono punteggiate

simili.

Viceversa Congiungendo i punti omologhi di due

punteggiate simili (non prospettivej di un piano, si ottiene

come inmluppo una parabola.

Riferiamoci invece alle coniche concepite come luogo.

Si presentano allora due casi particolari notevoli,

vispettivamente della ellisse e della iperbole, casi m cui

si ha una generazione mediante fasci di raggi congruenti.
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Due fasci dt raggi chrettamente congriienti, in tm

piano (siipposio che non sieno rifenti per parallehsmo

ch elemenii) generano un cerchio , come lnogo delle

interseztom dei raggi omologhi.

Viceversa : Proiettando ^ punii di tm cerchio da due

punti fisst di esso. si ottevgono due fasci rhrettamente

congruenti.

Per dimostrare il teorema, si considerino due fa&ci

direttamente coiigruenti, A, 5, di un piano, (non prospet*

tivi), e SI avverta anzitutto eke la conica da essi generata

e certo im’ellisse, perche i nominati fasci determinano

(per sezione) sulla retta air infinite una proiettivita (con-

gruenza) priva di punti uniti. Si scelga

ancora sulla detta ellisse un altro punto

fisso P, e SI consideri infine su di essa

un qualsiasi punto variabile P'; basterk

mostrare che questo appartiene al cer-

chio determmato dai tre punti A, B. P,

poiche risulterk allora che il luogo del

punto variabile P' e il cerchio nominato.

Ora, per ipotesi, gli angoli Pii P' , PPP

,

sono

uguali 0 supplementari ; ma, poiche la congruenza tra i

due fasci e diretta, si riconosce subito che tra gli angoli

nominati che coinprendono il segmento finite PP\ sussiste

uguaglianza o relazione supplementare, secondoche i punti

A, B, giacciono nella stessa banda o in banda opposta

del piano rispetto alia retta PP'’ (considerate le cose nel

sense della geometria elementare). Di qui si trae che i

punti P, P' appartengono sempre ad un cerchio, c, d d.

Il ragionameiito e perfettamente im^ertibile.

Dicesi iperhole equilatera 1’ iperbole dotata di asin-

toti ortogonah.

Sussiste allora il teorema:

In un piano, due fasci di raggi inversamenie

gruenti, non prosjiettwi, generano, come luogo delle inter-

sezioni dei raggi omologhi. un* ip)erbole equilatera.
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Infatti, SI consider! Li proiettivita ottenuta, segando

i due fasci, sulla retta impropria. Questa proiettivita e

una congruenza inversa, di cm i puiiti doppi sono i punti

air infinite della conica (iperbole) generata dai due fasci.

ma questi punti corrispondono a direzioni ortogonali (§ 32)

diinque gli asintoti dell’ iperbole generata dai due fasci

sono ortogonali, c,d cl.

Si puo dire di piii die i centri dei fasci generatori

savanna sunmetrici risjpetto al centra delV iperhole, Invero

la retta AB deve essere ugualmente inclmata sulle tangenti

in .4. B air iperbole, sicclie (tenuto conto del senso della

congruenza fra A, B) si vede die le nominate tangenti

riescono parallele ;
ma poiche esse s’ mcontrano nel polo

della retta AB^ la AB e un diametro, ossia A^B sono

simmetrici rispetto al centre, c,cl.d.

Viceversa, si puo dimostrare per esercizio che: Se

SI proiettano i piinii ch tin* iperbole eqiiilatera da due

punti di essa, simmetrici rispetto al centra, si otteugono

due fasci di raggi inversamente congruenti.

§ 63. Condizioni die determiiiano xma conica.

Nel piano

5 punti, cli cm 3 non in 5 reite, di cm 3 non pas-

linea retta, determinano una santi per un punto, deter-

conica che passa per essi, minano una conica a cui

sono tangenti,

Dimostriamo il teorema a sinistra:

Sieno A, B, G,D, E i cinque punti. I due fasci A,B
possono essere riferiti proiettiva-

mente facendo corrispondere i

raggi AC, BC; AD, BD\ AE,
BE, Ailora essi generano una

conica o una coppia di rette pas-

sante per i 5 punti A,B,C,D,E\
ma il secondo case e da escludersu
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perche tre dei punti A, B, C, D, E non sono mai in linea

retta
; dunque per J., B, G, D, E passa una conica Questa

conica 6 unica, perche data una conica pei 5 punti
, i punti

di essa debbono venir proiettati da A,B secondo due fasci

di raggi proiettivi, e la proiettivita tra i due fasci riesce

detei’minata dalla corrispondenza delle coppie A C, BC ;

AD,BD; AB,BE.
II ragionamento precedente non cessa di valere se,

(ad uno dei 5 punti, p. e.) al punto C si sostituisce una

retta & per B non passante per alcuno degli altri punti, la

quale debba essere tangent® alia conica da determinarsi.

Invero la b deve corrispondere al raggio AB, nella proiet-

tivith tra i due fasci generatori della conica. Ulteriormente

si pu6 anche sostituire ad un altro punto D la tangente a

in A (non passante per B,E).

Cosl siamo condotti ad enunciare i seguenti corollari:

Nel piano

4 punh, di oui 3 non tn 4 rette, di cui 3 non pas-

linea retta, e la tangente santi per un punto, ed il

in uno di essi, non passante punto di contatto di una di

per aloun altro, determi- esse, non appartenente ad

nano una conica. alcuna delle altre rette. de-

terminano una conica.

Similmente tre punti Tre rette non passanti

non in linea retta e le tan- per un punto, ed i punti

genii in due di essi, non di contatto di due di esse,

passanti per alcuno dei ri- non appartenenti ad alcuna

manentipunti, determinano delle rimanenti rette, deter-

una conica. minano una conica.

OssBKVAZiONB. — Si pu6 dire che gli wiunciati corol-

lari derivano dai teoremi posti innanzi, secondo il prin-

cipio di Goniinuitd, facendo avTicinare indefinitamente, in

una data direzione, due dei 5 punti dati, ecc.

15
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Ma questa non sarebhe una giustificazione rigorosa

di quei risultati, flnclie almeno il principio di continuity

non venisse stabilito con precisione, cio che puo esser

fatto (con limitazioni che vengono qui soddisfatte) par-

tendo da un ordine di idee piu elevato.

CosTRUzioNi. — Data una conica mediante 5 clei

suoi pitnii, 0 4 punti e la tangente in uno di essi, o

3 punti e le tangenti in due ch essi (sotto le restriziom

enunciate) si vuole:

1.^ Costruire V intersezione ulteriore della conica

con una retta (non tangente) passante peo^ uno deipunti,

23 Costruire la tangente in uno dei punti dati

(ove non sia nota).

Riferianioci al caso generale in cui la conica e data

da 5 punti A, B, C, D, E (di cui tre non in linea retta).

Si osservera che le stesse costruzioni valgono m partico-

lare per gli altri casi.

Allora le costruzioni domandate si riducono a quelle

della proiettivita in-

dividuata, tra i fasci

A, B, dalle due terne

di raggi A {CD E)

,

B[GDE) (§§ 61, 28).

Data una retta h per

A, I’ulteriore punto X
in cui essa sega la

conica e il punto d’ln-

^ contro di h col raggio

omologo lb per la tangente <35 in A e il raggio corri-

spondente ad AB nel fascio A.

Considerando per A yarie rette h assai vicine, e

costruendo dei punti X abbastanza yicini, che potranno

essere congiunti graficamente con un tratto continue, si

ayrk la costruzione per punti della conica e si acquistera

cosi un’idea della sua forma.
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Si eseguii-anno per esercizio queste costi'uzioni msieme

•ai loro casi particolari notati e alle costruziom corre-

lative.

Data una conica mediante 5 elemeiiti, nel modo detto

innanzi si vuole ancora:

3° Costruire la polare di un punto.

Supponiamo per esempio che la conica venga deflnita

da 5 punti A,B,C,D.E

(di cui 3 non in linea

retta). Si unisca il

punto in questione P
con 2 dei 5 punti,

per esempio con A, B,

e si determinino le

ulteriori intersezioni

A^, delle rette

PA, PB colla conica:

la polare ^ di P e la

congiungente i punti d’ intersezione delle coppie di rette

AB,A,B^ Q A B^, B.

Correlativamente si costruisca il polo di una retta

rispetto ad una conica deflnita per 5 tangenti.

Si risolvano pure, per esercizio, i problemi prece-

denti, allorche la conica e deflnita da 5 element! (colie

solite eondizioni) in un altro modo qualunque.

*In particolare, rispetto ad una conica cost deflnita,

si costruiscano le polari di due punti improprt, determi-

nando cosl il centre (supposto proprio) e I’involuzione

dei diametri coniugati.

Si trattino ancora dei casi particolari metrici delle

costruzioni precedent!, assumendo un punto improprio fra

quelli che definiscono la conica; ed in tale ipotesi (quando

la retta all’inflnito non sia tangente) si costruisca (per

r iperbole deflnita) 1’ asintoto di cui h data la direzione,

e r altro asintoto.
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§ 64. Teoremi di Pascal e di Brianchou. — Si abbiano

sopra una conica sei punti A, B, C, J), E, F formanti un

esagono semphce iscntto m essa.

Dai punti D,jPsi proiettino i rimanenti punti A,B,C,F,

Si ottei’ranno cost due fasci proiettivi D {ABCE),

F {ABCE), i quali segheranno nspettivamente sulle vette

A Ft e BC due punteggiate proiettive. Se dunque indi-

chiamo con K ed M le rispettive intersezioni dei raggi EG
e DE con AB, q con L, N le intersezioni dei raggi FA
ed FE con BC, a-vremo

:

BKMA n BGNL.

Ma le due punteggiate proiettive BKMA...., BGLN....

hanno il punto comune B unito; quindi esse risultano pro-

spettive, cio6 le congiungenti le tre coppie di punti omo-

loghi KG, MN, AL passano per un punto.
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Cio signiflca che i punti M, N, intersezioni delle coppie

di lati opposti AB, ED e BC, EF dell’ esagono, sono in

linea I’etta con IT, intersezione dell’altra coppia di lati

opposti CD, AF.
Accanto a questo risultato enunciamo il correlativo,

che si riferisce ad ogni esalatero semplice circoscritto

ad una conica, cioe ad ogni esalatero costituito da sei

tangent! della conica.

Si hanno cost i celebri teoremi;

Teorema di Pascal: Teorema di Brianchon;

Se un esagono semplice Se un esalatero sem-

d iscntto in una conica
,

plice ^ circoscritto ad una
le tre coppie di lati opposti conica, le congiungenti le

s’ incontrano in tre punti tre coppie di vertici opposti

su una (retta Pascal); passanoper un punto {puiaXo

un tale esagono dicesi di di Brianchon)
,
un tale esa-

Pascal. latero dicesi di Brianchon.

Invertiamo il ragionamento precedente. Se le tre

coppie di lati opposti AB, ED; BC, FE; CD,AF di un

esagono ABCDEF sono in linea retta, i fasci di raggi

che da D, E proiettano i rimanenti punti, sono proiettivi,

•quindi i sei vertici dell’ esagono stanno suUa conica (even-

tualmente degenere) generata dai due fasci.

Enunciando anche il risultato correlativo, si ha

:

Ogni esagono di Pascal, Ogni esalatero di Brian-

di cm tre vertici non sieno chon, di cui tre rette non

in linea retta, i iscritto passino per un punto, d

in una conica. Se tre dei circoscritto ad una conica.

suoi vertici sono in linea Se ire dei suoi lati passano

retta, V esagono nsulta i- per un punto, V esalatero d

scritto in una coppia di circoscritto ad una coppia

rette (conica degenere). di punti (conica degenere).

Come casi particolari dei teoremi di Pascal (e di

Brianchon) possiamo considerare quegli enunciati che si

deriverebbero da essi, secondo il principio di continuita
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(§ 63), fecendo avvicinare indeflnitamente due vertici di uq

esagouo iscritto in una conica, ecc. Ma si deve notare che

questi casi vengono dimostrati in modo rigoroso e diretto

dalla stessa dimosti'azione che serve a stabilire il teorema

di Pascal
;
giacche (riferendoci a quel ragionameniio) se in

luogo di considerare I’esagono ABCDBF si considera

il pentagono ABODE e si sostituisce alia considerazione

del lato AF la tangente in A alia conica
,

il ragiona-

mento precede egualmente.

Cosi similmente, se si sovrappone ancora il punto C
al punto D\ e lo stesso dicasi nel caso duale. Potremo

dunque enunciare, come casi particolari dei teoremi di

Pascal e Bnanchon, le seguenti proposizioni

:

Se uH pentagono sem- Se un pentalatero sem-

phee d tscrilto m una co- plice d eircoscriito ad una

nica, il punto d' tncontro cornea, la congiungente il

della tangente in un veHice punto dz contatto dt un lato

col lato opposto d in linea col veHtce opposto passa

retia ooi punti d’ intense- per il punto comune alle

zione delle due rimanenh rette congiungenti le due

coppte dt lati non conse- nmanenti coppie di veriict

cutivi. non consecutivi.

Se unquadrangolo sem- Se un quadrilatero sem-

plice d isentto in una co- phee i circoscritto ad una

nica, il punto comune alle cornea , la congiungente i

tangenti in due vertici op- ptmti di contatto di due

posti dt esso d in linea retta loti opposti di esso passa

coipunti(diagonali)comuni per il punto comune alle

alle coppie di lati opposti. (diagonali) congiungenti i

due vertici opposti.

I precedenti teoremi sono anche invertibili, come

r enunciate generale, coll’ avvertenza che la conica in

cui k iscritto il pentagono o il quadrilatero (o correlati-

vamente) potrk nsultare degenere. Cosi, per esempio, essa

degenera in due rette, se il pentagono h tale che tre dei
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suoi punti sieno in linea retta, oppure la tangente asse-

gnata pass! per uno degli altri vertici.

Applicando ancora lo stesso principio di continuita

che ci ha condotti ai teoremi precedenti, potremmo fare

avficinare altri due punti, B ed E, ottenendo cost il teo-

rema (correlative di se stesso):

Tin triangolo iscritto in una conica ed il tnlatero,

circoscntto, delle tangenti net vertici sono omologici.

La dimostrazione di esso non viene pero data diret-

tamente dal ragionamento, che ha servito a stabilire il

teorema di Pascal. Tuttavia il risultato pu6 ancora sta-

bilirsi in mode rigoroso per mezzo delle seguenti osser-

vazioni

:

Sieno A.B,C tre punti sulla conica, vertici del trian-

golo iscritto; e sieno a,b,c le rispettive tangenti; O',

i vertici del triangolo circoscritto, rispettivamente opposti

ai lati a,b,c. Consideriamo il punto P= a . BC. La sua

polare 6 la retta A A!, poiche i punti A ed A' sono i

poli delle due rette a,BG. Di qui si trae che le rette

A' P, A! A sono coniugate rispetto alia conica, quindi

separano armonicamente le tangenti &,c, raggi doppi della

involuzione di rette coniugate avente come centre A'.
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Ora, se si congiunge A' col punto ££' . (7(7' si ottiene

Tina retta che insieme alia A' P separa arnaonicamente le

rette d,c (§ 14). Questa retta non puo dunque differire

dalla A A, e perci6 le tre rette AA\ BB\ GG' passano

per Tin punto.

CorrelatiYamente i punti aci\ cc' sono in linea

retta. Questa e d’altronde una immediata conseguenza
deir omologia dei due triangoh.

CosTRuzioNi. — I teoremi di Pascal e di Brianchon
ed i loro casi particolari ci permettono facilmente la riso-

luzione dei problemi seguenti gik trattati nel § 63:

Data una cmica 1!^ Individuataunaco-'
mediante cinque punti nica medianie cinque tan--

C,D,E, dt cut tre non in linea genii a, b, c, d, e , delle quali
retta, costruire r ulteriore tre non passanh per un
intersezione della conica punto, costruire V uUeriore
commaretta^perilpuntoK. tangente fx alia comca pas^

sante per un punto A di a.
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Si consideri perci6 (a sinistra) I’esagono ABCDEFa,
iscntto nella conica (di cui il vertice Fa, e ignoto),

e se ne determini la retta di Pascal p, congmngendo i

punti H=AFa,.DG ed M= ED .AB. Detta N 1’ interse-

zione del lato CB con p, la retta Fa,E deve passare per N,

siccli6 il punto Fa, sara determinate dall’ incontro delle

due rette NE ed AFa,= a.

2? Dataunaconica me- 2°Data una cornea me-

diante cinque punti AjB^C, diante cinque tangenti a,b,

D,E (di cui tre non in linea c,d,e, (delle quali tre non

retta). costrmre la tangente passanti per un punto) co-

aj, nel punto A. struire il punto di con-

tatto Ax della tangente a.

Si consideri (a smisti’a) il pentagono ABODE.
Costruita la retta p di Pascal, congiungendo i punti

N= AE. CB ed. M= ED . AB, si dica ff il punto d’ incontro

della p con CD, lato opposto al vertice A del pentagono.

La tangente a-o richiesta sark la retta HA.

5.® Data una conica 3.° Data una conica

niediante quattropunti medianie quattro tangenti

C, D, (dei_ quail tre non in a, b, c, d (tre delle quali non

linea retta) e la tangente a passanti per un punto) ed il

in A (non passante per al- punto di contatto A. di &

,
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cuiio degli aitri punti), co- ( non appartenente ad al-

struire la tangente Cx m cnn’ altra tangente) co-

xmo di essi, p. e in G, struzre tl punto di contatto

Cx di una di esse, p. e, di c.

Si consideri (a sinistra) il quadrilatero A BCD,

Detti ilif ed iV' i punti d’ incontro dei lati opposti, la

loro congiungente jp e la retta Pascal, quindi se L e il

punto d’ intersezione di p con la tangente in A alia conica,

la retta LC e la tangente in C richiesta.

4.^ Data itna cornea 4P Data una conica

mediante 4 punii A,B,C,D mediante 4 tangenh a, b, c,d

(di cui 3 non in linea retta) (delle quali 3 non passanti

e la tangente a in uno di per un punto) e il punto di

essi A (non passante per contatto A di una di esse a

alcuno dei rimanenti), co- (non appartenente ad alcuna

struire V ulteriore interse- delle rimanenti), costruire

zione Ex della conica con V ulteriore tangente ex con-

una retta e. condotta per A. dotta alia conica per un
punto E a.

Si costruisca (a sinistra) la tangente nel vertice C
del quadrilatero A BCD.

Detto Ex il punto richiesto, si determini la retta Pascal

relatiYa al quadrilatero ABOE^, individuata dal punto L
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comune alle due tangenti a, c, e dal punto M' comune

alle due rette e = AEai ,
CB. Detto N' il punto LM . AB

,

la I’etta N'C sega la e nel punto richiesto.

Analogamente si risolveranno per esercizio i seguenti

problem!

:

Data una eonioa me-

diante ire punti A,B,C (non

in linea retta) e le tangenti

a, b in due di essi (non pas-

sant! per alcuno de! punt!

rimanent!), costruire la tan-

gente c in C.

Data una conica me-

diante tre tangenti a,b, c

(non passanti per un punto)

ed i punti di contatto A,B

dt due di esse (non appar-

tenent! ad alcuna delle ri-

manenti), costniire il punto

di contatto C della c.

65. Teorema di Desargues. — Data una conica

ed un quad/rangolo iscritto

in essa; una retta secante

la conica, che non passi

per un vertice del quadran-

golo, la incontra in due

punti, i quail sono coniugati

nelV vmoluzione a cui ap-

partengono le intersezioni

ed un quadrilatero circo-

scnito ad essa; due tan-

genti alia conica passanti

per un punto, non giacente

sopra un lato del quadri-

latero, sono coniugate nel-

V involuzione a cui appar-

tengono le tre coppie di
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delle tre coppie di lati oppo- raggi proiettanii dal punto

sti del qiiadrangolo {§ 39). i vertici opposti del qua-

drilatero (§ 39).

Basta dimostrare 1’ enunciate a sinistra ( che sotto

forma metrica e state date da Desargues).

Sia QRSTun quadrangolo iscritto in una conica;

u una I'etta secante la conica nei punti P,P', ed interse-

cante le coppie di lati opposti del quadrangolo rispetti-

Tamente nei punti A, A'; C, C.

Proiettando da Q, S i quattro punti P, P, R, T, della

conica. si ottiene:

Q(PPRT) n S(PPRT)-,

onde. segando con u, si ha:

PP'BA n PP'A'B',

da cui PP'BA n PPB'A'.

Quests relazio-

ne ci dice appunto

che A, A' souo co-

niugati nell’ involu-

(PP B \
zione {pp^y

A quests stessa

involuzione appar-

tiene analogamente

la coppia GC (ci6

che dimostra nuova-

mente che AA',BB',

GC sono tre coppie in involuzione, cfr. § 39).

Anche del teorema di Desargues si possono notare i

casi particolari, in cui due vertici del quadrangolo, ad

esempio S, R, vengono sostituiti da un punto S e dalla

tangente in esso, ecc.; a questi casi si e ancora condotti

dal ragionamento precedents.
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Si ottengono allora i seguenti risultati

:

Bata una conica

ed tm triangolo iscritto in ed un trilatero circoscritto

essa\ una retta secante (che ad essa ; due tangenti alia

non passi per un suo vertice) conica passanti per un
inoontra la conica in due punto (non giacente sopra

puntt ooniugat% nelV invo- un suo lato) sono coniugate

luzione, a cm appartengono nella involuzione, a eta ap-

la Goppia di puntt segata partengono la coppia dt

da due lati del triangolo, raggipr(nettaniiduevertici,

e quella segata dal terzo e quella costituita dai raggi

lato e dalla tangents nel che proiettano tl terzo ver-

vertice opposfo. tioe ed tl punto di contatto

del lato opposto.

Bata una conica

e due tangenti di essa; una e due punti di essa; due

retta secante (che non passi tangenti della conica pas-

per uno dei punti di contatto santi per un punto (che non

di esse) incontra la conica e giaccia sulla congiungente

le due tangenti in due coppie i dati) e i due raggi che

di punti determinanti una proiettano da questo i due

involuzione, che ha come punti dati, determinano una

punto doppio r intersezione involuzione che ha come

della congiungente i due raggio doppio quello che

punti di contatto. proietta il punto comune

cdle tangenti nei punti dati.

Quest’ ultimo teorema ci conduce al seguente

CoROLLARio. * — Bata una iperhole, ed una retta

secante, i due segmenti (minimi) intercetti traV iperbole

e gli asintoti sono uguah; ossia i segmenti AB, GB inter-

cetti sulla retta dali’ iperbole e dagli asintoti hanno lo

stesso punto medio 0. Infatti 0 6 I’altro punto doppio

della involuzione in cui sono coniugate le coppie AB, GB,
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involuzione che ha pure come doppio il punto (improprio)

sezione della retta data colla retta impropna.

Questo corollano permette una semplice costruzione

per punti dell’ iperhole deflnita mediante gli asintoti ed

un suo puuto propno. Si sviluppera tale costruzione come

esei'cizio.

OssERVAZio>"E 1.^ — li teorema di Desargues e i casi

particolari enunciati danno ancora nuove costruzioni per

risolvere i problem! fondamentali relativi alia determina-

zione di punti e tangenti delle couiche.

Cosi, per es., dati cinque punti A, B, C, D, E, di cui

tre non in linea retta ,
si pud determinare 1’ ulteriore

intersezione della conica con una retta u per E, cer-

cando su u il coniugato di E nell’ involuzione determi-

nata dalle sezioni dei lati opposti del quadraugolo complete

ABCD, ecc.

Si coiisiderino oratutte le coniche (costituenti un fascio)

che hanno comuni quattro

punti A, B.C,I) (di cui tre

non in linea retta) cioe le

coniche che hanno uno stesso

quadrangolo iscritto, e si fissi

una retta r del piano non

passante per A, B,C, D.

Per ogni punto E d.i r

(che non sia sezione di un lato del quadrangolo ABCD)
e per A, B, G, D passa una conica, che (ove non tocchi r)

incontra r in un altro punto E'. Le c<^pie di punti ana-

logue ad E E' appartengono tutte aXV involuzione deter-

minata su r dalle tre coppie di lati opposti del quadran-

golo ABCD, le quali si possono considerare come coniche

degenen appartenenti al fascio. Viceversa, invertendo il

ragionamento che ha sendto alia dimostrazione del teorema

di Desargues, si prova che ogni coppia di punti distinti

deir involuzione nominata (presa insieme ad A, B, C, D),

A. 'B

•D
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determina una comca del fascio, la quale pu6 per altro

essere degenere.

Si deduce che: se esistono, nel fascio, delle coniclie

tangenti ad r, il punto di contatto P di una di esse e

doppio per la nommata involuzione; giacche altrimenti

la conica determinata dai 5 punti A, B, C. D,P segherebbe r

in un punto coniugato di P e diverso da esso, ossia non

sarebbe tangente ad r in P.

Poicbe in una involuzione non vi sono punti doppi

o ve ne sono due, deduciamo il seguente teorema a sini-

stra, cui poniamo a lato il correlativo:

Baliquattropunti,ver- Late qiiatiro rette,lah

tici dt un quadrangolo, ed di un quadrilatero, ed tin

una retta del loro piano, punto del loro piano, non

che non ne contenga alcuno; giacente sopra uno dt essi;

0 non VI i nessuna comca o non vi i nessuna conica

che passi per iquattropunti tangente alle quattro rette

e sia tangente alia retta, e passante per il punto,

0 VI sono due coniche o vi sono due coniche

siffatte, ed i punti di con- siffatte, e le tangenti ad, esse

tatto di esse coUa retta sono per il punto sono i raggi

1 punti doppi della involu- doppi della involuzione de-

zione, che su questa deter- terminata, nel fascio, dalle

minano le tre coppie di tre eoppie di raggi proiet-

lati opposti del quadrangolo. tanti i vertici opposti del

quadrangolo.

OssERVAZioNE 2.^ — Se, 1‘iferendoci per esempio al

caso a sinistra, si suppone che la data retta passi per

uno del quattro punti (ma non per due), abbiamo visto

che VI e una conica tangente alia retta per i quattro

punti. Correlativamente si dica a destra.

Dati i quattro punti A,B,C,D vertici d’ un quadran-

golo, ed una retta r non passante per un vertice, e facile

decidere se vi sono o no coniche tangenti ad r pei quattro

punti. Invero basta per ci6 esaminare se le due coppie di
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punti segate su r da due coppie di lati opposti del qua-

drangolo, non si separano, oppur si. Si faccia pure 1’ os-

servazione correlativa.

Inflne si noti come anche il teorema precedente con-

tinui a sussistere ove a due dei quattro punti 5, (7,D si

sostituisca un solo punto e la tangente in esso (non pas-

sante per uno dei rimaneiiti), ecc.



CAPITOLO X

Proiettivita fra conielie.

§ 66. DefLuizione — Teorema fondamentale. — Si abbia

tra due piani a, a' una proiettiTita n. Se nel piano a e

data una polarita Q, ad un punto P e ad una retta p
che sono polo e polare m Q , verranno sostituiti, per effetto

di n, due elementi di a', che si corrisponderanno a loro

volta in una nuova polarita Q', trasformata di Q :

Q'=7cQ7U""1.

Se la Q ammette una conica fondamentale K, anche

la Q' ammettera una conica fondamentale K\ i cui ele-

menti corrisponderanno biunivocamente a quelli di K,

Dunque, se si pone una proiettivitd tra due piani,

ad ogni conica delV uno corrisponde nelV altro ima
conica, e le due comohe risultano riferite fra loro ele-

mento per elemento: precisamente ai punti delPuna conica

corrisponderanno i punti dell’ altra (e alle tangenti le

tangenti), se la proiettivitk posta fra i due piani e una

omografia ; ed invece ai punti dell’ una corrisponderanno

le tangenti dell’ altra, se la detta proiettivitk e una cor-

relazione.

Due coniche si dicono proiettive, allorohd si pensano

riferite elemento per elemento mediante una proiettivitd

16
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fi'd, i plant che •i''isp)etU'oaniente le contengono. La pro-

lettivita fra le coniche si dice subordinata di quella fra

1 due piani.

Come esempio si lia: Souo proiettive due coniche

giacenti in piaiii diversi, Tuna proiezione dell’altra da

un (dato) punto esterno, cioe due coniche sezioni di uno

stesso cono quadnco.

Dalla defimzione risulta immediatamente*

Dtte coniche proiettive ad una terza sono proiettive

fra th loro.

Se tra due coniche K, K' e data una proiettivita. in

cui ill punti deir una corrispondono le tangenti dell altra.

risulta anche fissata una proiettivita, in cui ai punti di

ciascuna corrispondono i punti di contatto delle tangenti

omologhe dell’ altra. Basta, infatti. osservare che, mediante

la sua polarita, una conica pu6 essere riferita proietti-

vamente a se stessa. facendo corrispondere ad ogni punto

la relativa tangente.

Di qui si deduce che nello studio della proiettivita

fra coniche ci si puo limitare, senza restrizione, al caso

m cui gli elementi corrispoudenti sieno omonimi. Cosi

appunto faremo nel seguito,

Stabilianio ora il teorema fondamentale :

Due coniche possono riferirsi proiettivamente in

un inodo determinate, facendo corrispondere a 3 punti

(o a 3 tangenti) dell’ una, 3 punti (o 3 tangenti)

dell’ altra.

Sieno K,K' doe coniche, ed ABC, A'Bd due terne

<h punti date rispettivamente su di esse. Sieno 0, O' i poll

delle rette AB, A'B rispetto a K, K'.

Se esiste ti’a le due coniche una proiettivith, in cui si

corrispondono le coppie di punti AA', BB, CC, tale proiet-

tivita viene subordiiiata da un’ omografia che fa coiTispon-

dere ai punti A, B, C, 0 del piano di K. rispettivamente

i punti A'. B', C, O’ del piano di iC Ora esiste tra i



243

definita

dalle nominate quaterne di punti omologhi. In quesla

omografla alia conica K del primo piano viene a corri-

piani delle due coniche un’ omografla
q,

^

spondere, nel se-

condo piano, una

conica passante

per A', C e

tangente alle

O'A', O'S. Questa

conica non puo

dunque differire

dalla K' (§63),
e percio le coni-

che K, K' risul-

tano riferite proiettivamente nell’ omografla, in modo die

G,G' SI corrispondono.

Cosi 6 dimostrato il teorema.

I fasci di raggi che Le punteggiate segaie

proiettano i punii omologhi dalle tangenti omologhe di

di due coniche proietiive due coniche protetiive su

da due punii, comunque due tangenti , comunque
scelti rispettivamente su di scelte, di esse, sono pro-

esse, sono proietthn. lettive.

Dimostriamo la proposizione a sinistra.

Sieno K, K' due coniche proiettive e tt F omografla

fra i due piani, di esse, in cui si corrispondono. Ad ogni

punto A di Z corrisponde (per effetto di ti) un punto A'

di K', ed i fasci che proiettano rispettivamente da A, A'

1 punti omologhi delle due coniche, si coriuspondono in n ,

e percih sono proiettivi. Ora, se su X' si sceglie un altro

qualunque punto B, e da esso si proiettano i punti di X',

si ottiene un fascio proiettivo a quello che proietta i

medesimi punti da A', e quindi proiettivo al fascio che

proietta da A i corrispondenti punti di K, c.d.d.



244

OssEi^AZiONE. — Qaando si park della proiezione-

del punti di una conica fatta da un punto A di essa

,

s’intende sempre che « il raggio proiettante da »

vada sostituito colla tangente in A.

Con cio la corrispondenza tra la conica ed il fascio

(ad essa prospettivo) riesce senza eccezione.

Per riferire proiettivamente due coniche K, K\ basta

far corrispondere a 3 punti A,B,C dell' una, rispettivamente

3 punti A!,B,(y dell’altra, e dopo cio la proiettivik fra le

due coniche risulta fissata; allora, se si considerano due

fasci di raggi, coi centri su K,K', rispettivamente pro-

spettivi alle due coniche, essi risultano proiettivi tra loro.

Siccome d’altra parte la proiettivita fra i detti fasci

risulta essa pure determinata, ove si facciano corrispondere

i raggi dell’uno proiettanti J., 5, C, a quelli dell’ altro

proiettanti A', B, C, cosi si conclude che il teorema dato

innanzi e invertibile; ossia;

Se due coniche sono Se due coniche sono

rifenie in niodo che i loro riferite in modo che le loo'O

punti omologhivenganopro- tangenti omologhe vengano

iettati rispettivamente da segate rispettivamente da

due punti di esse secondo due tangenti di esse secondo

fasci proiettivi, le due oo- punteggiateproiettive,ledue

niche sono proiettive. coniche sono proiettive.

Quest! teoremi riducono la costruzione della proiet-

tivita fra due coniche a quella della proiettivith tra le

forme di prima specie.

COEOLLARIO l.°— Sono

proiettive due coniche .ff,
A"

di uno stesso piano, aventi

un punto comune A, che

vengano riferite mediante

una proiezione da A, ciob

facendo corrispondere ad

ogni punto P dell’ una il
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punto P' deir altra allineato con A, A1 punto A conside-

rato su K corrisponde V intersezione (ulteriore) della tan-

gente a ^ m A, con K'. In particolare se le due coniche

lianno in A la stessa tangente, il punto comune A risulta

unito nella proiettivita tra di esse, e viceversa.

CoROLLARio 2.^ — Se due coniche ayenti una tan-

gente in comune (giacenti o no in un medesimo piano)

sono riferite fra loro, facendo corrispondere le (ulte-

riori) tangent! condotte ad esse rispettivamente da un

punto della tangente comune, le coniche risultano pro-

iettive.

In particolare, si abbiano due coniche K, K' giacenti

in piani divers! ed aventi comune una tangente e il

relative punto di contatto A\ si abbiano cioe due coni-

che tangenti in A. Riferendole tra loro nel modo detto

innanzi, risulta

posta tra di esse

una proiettivita

siffatta, che le

tangenti omolo-

ghe s’lncontrano

{su a) e quindi

determinano al-

trettanti piani.

Ora si consider!

il punto 0, deter-

minate da tre di

quest! piani tangenti a K, K% rispettivamente nei punti

(corrispondenti) A -O'; B,B; C,C\ Proiettando da 0 una

delle due coniche
,
per esempio K\ sul piano dell’ altra

,

si avra una conica proiezione passante per B,C^D e tan-

gente in A ad a, la quale non potra differire da K.

Risulta cosi dimostrato che

:

Due coniche tangenti
,
poste in piani diversi , si pos-

sono riguai'dare come proiezione 1’ una dell' altra da un
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certo punto 0, pel quale passano tutti i piani detemi-

nati dalle tangenti di esse che s’ incontrano sulla tangente

comune.

Od anche : Due coniche tangenti, non giacenh nello

stesso piano, sono seziom di un medesimo cono quadnco.
*
Si deduce : Ogni conica pud essere riguardata come

proiesione di un cevchto posto in un diverso piano e

tangente ad essa.

Ossia : Ogni conica si pud riguardare come sezione

di un cono circolat-e, retto od oMiquo

;

onde il nome

di « conica. » Si desume di qui una confema delle pro-

posiziom di natura intuitiva stabilite relativainente alia

forma delle coniclie.

§ 67. Proiettivita sopra una conica - Teoreina d’Apol-

lonio. — II concetto di proiettivitix tra due coniche si

applica ancora a due coniche sovrapposte, nel qual caso

SI ha una proiethvitd sopra una conica.

Si pud allora parlare di proiettivita inversa, di invo-

luzione, di punti uniti, e quindi di proiettivith iperbolica,

ellittica o parabolica, ecc.
;
precisamente come sulle forme

di 1.® specie.

Le costruzioni della proiettivith sopra una cornea si

possono eseguire semplicemente nel modo seguente •

Sieno date sulla conica X tre coppie di punti corri-

spondenti A A', BE, C C che servono a fissare la pro-

iettiTith. Volendo che tale proiettmth non sia identica,

supporremo che una almeno delle dette coppie, p. e. AA',

sia costituita di punti distinti.

Se immaginiamo di proiettare da A! i punti B, C....

della conica, e da A i corrispondenti E,C'...., otteniamo

due fasci proiettivi di raggi, aventi il raggio comune AA
unite e percid prospettivi. Le rette omologhe dei due fasci

s’ incontrano nei punti d’una retta u. Ci6 posto, il corri-

spondente E di un punto P dato su K, si ottiene proiet-
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tando P da A' su « ,
e da J. sulla conica il nuovo pumo

ottenuto. La retta u

non varia se in luogu

di A. A' SI soelgono

,

per la costruztone

,

due altripiinh dtslinti

B, B', corrispondenti

nella proiettivitd; essa

dicesi V asse di colh-

neazione della proiet-

tivitd

L’ affermazione precedente si giustiflca, osservando

die la u e la retta Pascal dell’ esagono ABCABC
iscritto nella conica. e percio anclie le rette BG', BC
(e le analoglie) s’incontrano su di essa.

Correlativamente si avra;

Se a, a'; b, b': c,c'... sono tangenti distinte, corrispon-

denti m imu proiettivitd sopra una conica, le rette che

uniscono i punti ab', a'b. ac', a'c; be', b'c, .. passano per

unpunto fisso, detto centra di collineazione della proiet-

tivitd.

Mediante la polaritk nspetto alia conica. due punti cor-

rispondenti SI mutano in due tangenti corrispondenti, ecc.,

quindi 1’ asse di collineazione di una proiettivitk sulla

conica si muta nel centre di collineazione, ossia:

11 centra e V asse di collineazione di una proietti-

vitd (non identica) data sopra una conica, sono polo e

polare nspetto alia conica.

La considerazione degli elementi di collineazione di

una proiettivitk sopra una conica ha essenziale iinpor-

tanza per la determinazione degli elementi uniti. Risulta

infatti dalle costruzioni assegnate innanzi die:

V asse di collineazione Le (eventuali) tangenti

d’una proiettivitd (non iden- alia conica, condotte pel cen-

tica) sopra una conica, in- tro di collineazione d’ una



248

cmti'a ( eventualmente )
la proiethvitd (non identica)

eonica nei punti umti della sopra di essa, sono le tan-

proietlivitd. genii unite dellaproiettivitd.

II detto asse e dunque II detto centre e dnnque

una retta secante, tangente, un punto esterno, un punto

0 esterna . secondoche la della conica, o un punto in-

proiettivita sopra la conica terno, secondoche la proiet-

e iperbolica. parabohea o tivitb, sopra la conica e iper-

ellitfica. bolica, parabolica o ellittica.

Una proiettivita sopra una conica viene subordinata

da un’ omografia del piano, che trasforma in se stessa la

conica.

In questa omografia il centre e 1’ asse di collinea-

zione sono sempre eleinenti uniti. Anzi , si Tede subito

,

die essi sono elenienti uniti associati tenendo presenti

1 §§ 49 e 57.

Si puo assumere ad arbitrio I’asse o il centre di

collineazione d’una omografia piana, che debba trasfor-

mare in se stessa una conica, e dope ci6 si possono ancora

assumere due punti corrispondenti sulla conica (fuori

dell’asse di collineazione) per determinare 1’ omografia.

lufatti la proiettivita sopra la conica K innanzi consi-

derata a eniva determiiiata ed in mode unico (mediante la

sua costruzione)
,

dati due punti corrispondenti A, A e

I’asse di collineazione.

* Se. in particolare, si sceglie come asse di collinea-

21one la retta all’ infinite, si avranno infinite affinitdpiane

trasformanti in sd stessa la conica, ed aventi come

centre di collineazione il centre (proprio od improprio)

di essa. Esiste im’afflnita cost fatta nella quale si corri-

spondono due punti propri dati ad arbitrio sulla conica.

Riferendosi al case di coniche a centre, e facile vedere

che le nominate aff,nitd sono equwalenti (§ 50). Infatti,

se la conica data e un’ellisse, una tale aifinith trasforma

in se stessa la regione dei punti interni ad essa, la quale
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si puo riguardare come un’ area (flmta) Iimite di due
serie convergenti di poligoni (finiti) iscritti e circosci'itti

;

CIO invero si deduce considerando Tellisse come proiezione

di un cerchio. Se invece la conica data e un’ iperbole,

r affiuita nominata trasfoma un triangolo formato dagli

asintoti e da un’ altra tangente, in un triangolo analogo

;

poiche due triangoli siffatti sono sempre equivalent! (§ 62),

SI conclude anche in questo caso che la detta affinita e

equivalente

Riferendosi al caso dell’ ellisse
, si deduce il

Trorema d’ Apollonio. — Tutti i pai'Cillelogrammi

tsariUt in uvC ellxsse, aventi come diagonah due diametri

Goniugati, sono pamllelogrammi eguivalenti.

Si considerino infatti due parallelogrammi le cui

diagonal! sieno diametn coniugati. L’ affinity, equivalente

trasfomante in se la co-

nica. che fa cornspondere

ad un vertice di un paral-

lelogrammo un vertice

dell’altro, fark cornspon-

dere alia coppia dei dia-

metri coiuugati costituita

dalle due diagonal! del

primo parallelogrammo

,

la coppia costituita dalle due diagonal! del secondo. Dunque
la detta affinita trasforma I’un parallelogrammo neU’allro:

segue che i due parallegrammi sono equivalent!, c.d.d.

OssERVAzioNB. — Risultei’k poi provata (§ 70) I’effet-

tiva esislenza di parallelogrammi iscritti in un’ ellisse aventi

come diagonali due diametri coniugati; mentre apparirk

che siffatti parallelogrammi iscritti non esistono per 1’ iper-

bole. Giacche si vedrk che nel primo caso due diametri

(qualunque ed in particolare) coniugati sono sempre se-

canti, determinando due coppie di punti simmetrici rispetto

al centre che sono vertici d’un parallelogrammo; invece
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nel 2.“ caso due diametri conmgati sono 1’ uno secante e

I’altro esterno.

Nondimeno il teorema d’Apollonio verra. esteso all’iper-

bole sotto altra forma (§ 70).

§ 08 Involuzione.— Un’ involuzione sopra una conica

e una proiettivita non identica che equivale alia sua inversa,

cioe una pi’oiettivitli nella quale gli element! omologhi si

corrispondono in doppio mode.

Si abbia sulla conica K un’ involuzione , e si consi-

deri r omogralia die trasforma K in se stessa, dalla quale

I’involuzione viene subordinata. Le rette congiungenti i punti

coniugati della conica sono unite per I’omografia, e cosi

sono uniti i punti sezioni delle tangenti coniugate (tan-

gent! nei punti coniugati), sicche 1’ omografla (non identica)

avendo infinite rette unite ed infiniti punti uniti, e una

omologia.

Segue die le congiungenti i punti coniugati della

involuzione sulla conica. passano pel centro U dell’ omo-

logia ; ed anche che le tangenti coniugate s’ incontrano

suir asse u dell’ omologia, il quale risulta duiique polare

di U rispetto alia conica (§ 57).

L’ omologia in questione e 1’ omologia armonica o

iiivolutoria (§ 48) die ha come centro U ed asse u, perche

due punti corrispondenti, scelti sulla conica, (e quindi i

anche due punti corrispondenti qualunque), separano armo-

nicamente Z7 e 1’ mtersezione della loro congiungente con u.

Si vede poi facilmente che u e I’asse di collinea-

zione della proiettivith sulla conica, ed U ne e il centro di

collineazione (§ 67). Infatti se AA', sono coppie di punti

coniugati (allineati con U)

,

le rette AB, BA' e (per la

corrispondenza in doppio modo) le AB,A'B' s’ incontrano

sull’asse di collineazione, sicche questo viene individuate

dalle intersezioni delle nominate coppie di rette. Ma tali

intersezioni di rette corrispondenti cadono anche sull’asse
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di omologia ««, ed egualmente lo determinano ; dunque u e

precisamenterasse

di collineazione

della proiettivitii

.

G. d. d.

Correlativa-

mente U, suo polo,

e il centre di col-

iineazione della

stessa proiettivitii.

Possiamo rias-

sumere i risultati

ottenuti iiinanzi

ennneiando il teo-

rema

:

Un’ involuzione sopra una conica viene subordinata

da una omologia armomca, che trasforma in sd stessa

la cornea, omologia avente come centt'O ed asse il centra

e V asse di collineazione dell’ involuzione.

Ed anche:

Un’ involuzione sopra TJn’ involuzione sopra

una conica-luogo i costi- una conica inviluppo e co-

tuita dalle coi^pie di punti stituita dalle coppie di tan-

della conica, allineate con genti alia conica intersecan-

un centra fisso (centro di tisi nei punti di una retta

collineazione). fissa (asse di collineazione).

Questo punto e esterno Questa retta e secante

0 interne secondo che Pin- od esterna secondo che P in-

voluzione e iperbolica od voluzione e iperbolica od

ellittica. elhttica.

Data una conica;

Ogni punto 0 del piano, Ogni retta o del piano,

che non le appartenga, pud che non le appartenga, pud

essere preso come centro di essere presa come asse di
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collineazione di una inTolu- collineazione di una iiiYolu-

zione sopra la conica stessa. zione sulla conica stessa.

Questa involuzione si Questa involuzione si

puo iiifaiiti riguardare come puo infatti riguardare come

determinata da due coppie determinata da due coppie

di punti della conica alii- di tangenti alia conica in-

neati con 0. Di tali coppie tersecantisi su o. Di tali

se ne trova sempre una su coppie se ne trova sempre

ogni retta che unisca il una per ogm punto sezione

punto 0 con un punto qua- di o con una tangente qua-

lunque della conica: solo se lunque alia conica; solo se

la retta considerata e una il punto considerate e uno

delle due (eventuali) tangenti dei due ( eventuali
)

punti

per 0 alia conica, la iiomi- della conica su o, la nomi-

nata coppia di punti coniu- nata coppia di tangenti co-

gati SI induce ad un punto, niugate si induce ad una

doppio per 1’ involuzione. unica retta, doppia per 1’ in-

voluzione.

OssERVAzioNE. — Alle proiettivita sopra una conica, e

quindi in particolare alle involuzioni, si estendono senz’altro

1 teoremi relativi al sense della corrispondenza, stabiliti per

le forme di 1.®' specie (§§ 31, 37) Cosi ogni proiettivita

discorde. sopra una conica, e iperbolica. Una involuzione

sopra una conica e ellittica e concorde, se due coppie

qualsiasi di punti coniugati si separano; invece e iperbo-

lica e discorde nel caso opposto, ecc.

In generate si puo dire che si estendono alle coniche

(e cosi pure ai coni quadrici) tutte quelle proprietk che

sono relative alle forme di 1.® specie, considerate in se

stesse, astraendo dai rapporti col rimanente spazio.

Percio giova spesso di raccogliere le forme di 1

specie e le coniche (e i coni quadrici) sotto la denomi-

nazione comune di fcn'nie elemenian (rispettivamente

del l.° e 2.° ordine).
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§ 69. Punti estemi ed interni, rette secanti ed esterne.

— Dal § precedente risulta:

Data una conica

ed un punio 0 che non le ed una retta o che non
appartenga, 51 pud vedere le appartenga , si pud ve-

se esso sia esterno od in- deve se essa sia secanie od
ierno, esaminando se Vinvo- estei'na, esaminando se Vin-
luzione sulla conica, avente voluzione sulla conica,
0 come centre di colhnea- avente 0 come asse di colh-
zione, sia iperbohca od ellit- neazione, sia iperbolica od
tica. ellittica.

Occorre pei’cid vedere se le coppie di elementi coniu-
gati nella detta involuzione si separano 0 no.

D’ altra parte, second© un criteno precedentemente
stabihto (§ 56):

Per vedere se

0 risulti esterno od interne, 0 risulti secante od esterna,

SI deve esammare la natura si deve esaminare la natura
dell’ involuzione di rette co- dell’ involuzione di punti
niugate rispetto alia conica coniugati nspetto alia co-

nel fascio di centro 0. nica sulla punteggiata di

sosfegno 0 .

Ora 1 due criteri di giudizio, che cosi risultano, non
possono naturalmente condurre a conclusioni different!.

Ci6 e chiaro a priori, ma si veriflea anche immedia-
tamente, poich6:

Se SI proiettano da un Se si segano con una
punto della conica le coppie tangente alia conica le cop-

di un’ involuzione , sopra pie di tangentidi un’invo-

r asse di collineazione, si luzione, ed i punti cosi otte-

ottengono su questa retta nuti si proiettano dal centro

coppie di punti coniugati di collineazione, si ottengono

rispetto alia conica. coppie di rette coniugate

rispetto alia conica.



254

Queste proposizioni non sono che una diversa espres-

sione del teorema di Staudt (§ 60).

Inrero (a sinistra) sia la polare di P

,

centre di

collineazione della data involnzione su C\ e sieno A, A'

due punti di C allineati con

P; Z) un terzo punto di C.

Allora (per quel teorema)

la retta p. coniugata al lato

AA' del triangolo iscritto

AA’D, segaAP. A'Pin punti

coniugati . ossia le proiezioni

di due punti di C allineati

con P, fatle da P su p

,

sono due punti coniugati , c d.d.

Ogni retta passanteper Ogm punto d’una retta

un inmto interno alia co- esterna alia emtea i ester-

mca d secante. no ad essa.

Limitiamoci a dimostrare il teorema a sinistra.

Sia 0 un punto in-

p
terno alia conica C, ed a

/ —/- una retta per esso Su a
yr —A / ^—

Q \
/ VI sono sempre dei punti

I ]/ esterni a C. sezioni di a

\ / con una tangente, il cui

punto di contatto e fuori
'

di a : sia P un punto di a

esterno a C. Le due involuzioni sopra la conica, aventi

come centri di collineazione 0, P,, sono Tuna ellittica,

r altra iperbolica, dunque hanno una coppia comune,

costituita da due punti di (7 su a. E pero a 6 segante.

c. d. d.

OsSERVAziONE. — La proposizione precedente traduce

in sostanza, sotto una forma evidente rispetto all’ intui-

zione, il teorema sulla coppia comune a due involuzioni,

dato nel § 37. Basta riferire questo teorema ad involu-
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zioni sopi^a una conica invece che sopra una forma di

1.^ specie, il che e perfettamente indifferente, trattandosi

di proprieta, ugualmente valide per tutte le forme elemen-

tari (secondo 1’ osservazione del precedente §).

Ora 1 due casi del citato teorema « una involuzione

ellittica ed una iperbolica hanno una coppia comune
« due inYoluzioni ellutiche hanno una coppia comune »

,

vengono a corrispondere rispettivamente alle proposizioni

intuitive « congiungendo un punto interno ad una conica

con un punto esterno si ha una retta secante e « con-

giungendo due punti interni ad una conica si ha una

retta secante ».

Nel § 38 si e notata la coiidizione perclie due invo-

luzioni iperboliche, di una stessa forma di 1.^ specie .

abbiano una coppia comune : occorre e basta che le coppie

di punti doppi non si separino (oppure abbiano un elemento

comune). Applicando questa proposizione alle coniche, si

deduce una proprieta che e pure

evidente rispetto all’ mtuizione

:

Data una conica, e due punti

A,jB, esterni, che non si trovmo

sopra una tangente, la condizione

perche la retta AB riesca secante

e che le coppie di tangenti con-

dotte da A, B, alia conica (ossia

le coppie dei punti di contatto)

non SI separino.

Sussistono 1 teoremi correlativi :

Data una conica >

sopra una retta secante, i in un fascia di raggi col

due punti della conica deter-’ centre esterno, le due tan-

minano due segmenti com~ gentz determinano due an-

plementari, uno dei quali goli complementari, uno dei

c costiiuilo di punti intemi quali ^ costituito di rette
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alia conica, V altro di ptinit secanti la comca, V altro

esterni. di retie esterne.

Stabiliamo T enunciate a sinistra

;

Sia C una conica, ed MN una retta che la seghi nei

punti M, iV. Su questa

si pub considevare un

punto A esterno a C,

sezione di una tangente

a C nel punto P, diverse

da M, N. Sia B un punto

del segmento MN, che

non contiene A, e sia B'

r ulteriore intersezione

di PB colla conica C. II gruppo di punti della conica PMBN,
6 proiettivo al gruppo delle quattro rette P{AMB!N)

,

quindi le coppie PB, MN si separano (sulla conica); segue,

che r involuzione su C

,

che ha come centre di collinea-

zione B, e ellittica; dunque B 6 interne.

Se invece B si fosse preso nel segmento MAN, si

sarebbe provato analogamente che esso e esterno a C.

OssERYAzioxE. — La proposizione precedente h perfet-

tamente conforme alia nozione intuitiva che
,

flno da

principio, ci siamo formati dei punti interni ed esterni

ris])etto ad una conica.

In una forma elementare le infinite coppie di elementi

aventi un elemento flsso si possono riguardare come costi-

tuenti un’ involuzione degenere. Allora un punto d’ una

conica pu6 riguardarsi come il centre di collineazione di

un’ involuzione degenere.

In un’ involuzione degenere vi h un punto doppio,

vale a dire le involuzioni degeneri sono paraboliche.

Si pu6 dire che le involuzioni degeneri separano le

involuzioni ellittiche da quelle iperboliche, conformemente

alia locuzione che i punti della conica separano le due

region! di punti, esterni ed interni.
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§ 70. *Diam,etri reali ed ideal! - Yertiei. — Nel casa

deir ellisse il centre e interne, quindi le rette pel centre

di essa sene secanti, ossia;

Ogm diametro della ellisse sega Vellisse m due punti.

Per V iperbole i diametri diversi dagli asintoti si

dividono in diametri reali (secanti). ed in diametri ideah

(esterni). 1 diametri reali formano uno degli angoli degli

asintoti; i diametri ideah, V altro.

Due diametri conmgati sene 1’ uno reale, I’altro ideale,

giacehe essi debbone separare armonicamente gli asintoti.

Si pu6 estendere la denominazione di reali a tutti i

diametri dell’ ellisse.

Allora si pu6 dire: Nell’ ellisse gli assi (§ 59) sono

reali. Nell’ iperbole un asse e reale, 1’ altro ideale; il prime

dicesi asse trasverso o principale.

Deflniamo ora, per ogni conica a centre, la lunghezza

di un diametro.

Anzitutto la lunghezza di un diametro reale e la

lunghezza del segmento (flnito) che ha per estremi {estremi

del diametro) le intersezioni di esse colla conica.

Ora si consideri un’iperbola K ed un diametro ideale o

di essa. Sia d il diametro coniugato z. o, e D, D' i punti

in cui esse incontra K. Le tangenti z. K m D, D' sono

parallele a c ed incontrano

gli asintoti in due coppie di

punti, simmetriche rispetto

al centre 0 di K, che sono

vertici diun parallelogrammo

avente come diagonali gli

asintoti stessi, e come me-

diane i diametri coniugati

c, d. La lunghezza CC della

medianac (ossia la lunghezza

del lato del parallelogrammo, parallelo a c) si dirk « lun-

ghezza del diametro ideale c».
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Per ragione di limite la lungliezza di un asintoto

dell’ iperbole si deve riguardare come inflnita.

I punti C, C segnati nella figura si possono chiamare

gli eslremi del diametro ideale c.

Le mtersezioni degli assi coll a conica diconsi vertici.

jg L ’ellisse ha quattro vertici

(eccepito il caso del cerchio,

in cm tutti i punti si possono

riguardare come vertici ) ,
ed

i segmenti A A’. BB, che essi

comprendono, costituiscono le

lunghezze degli asst. Di tali

B' lunghezze, una sarii, in gene-

rale, raaggiore, e I’asse cornspondentc verra detto asse

rmggiore o princifale, mentre 1’ altro verra detto asse

mimre.

Vellisse che ha due assi uguali d un cerchio. Infatti,

in tale ipotesi, si pu6 costruire un cerchio passante pei

4 vertici dell’ ellisse, il quale riesce tangente ad essa in

questi punti, e perci6 non pu5 differire dall’ellisse stessa.

L’ iperbole ha due vertici. Il segmento AA' da essi

compreso costituisce la lunghezza dell’ asse trasverso

,

mentre la lunghezza dell’ asse non trasverso vien data

dair altra mediana del rettangolo, di cm AA' e una mediana

e gli asintoti sono le diagonal!.

L' iperbole che ha i due assi uguali i equilatera.

Infatti, in questo caso gli asintoti, essendo le diagonali di

un quadrato, riescono tra loro perpendicolari.

La parabola ha un vertice proprio (ed uno improprio)

iiitersezione dell’ asse colla conica
;
per essa non vi e luogo

a considerare la lunghezza dei diametri (che sono infiniti).

OssERV.iziOME 1.®' — Nell’ ellisse (eccepito il caso del

cerchio
)

le lunghezze dei diametri variano, crescendo ( con

continuita) da un minimo ad un massimo, che corrispondono

alle lunghezze dei due assi.
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Nell’iperbole le lungliezze dei diametri reali hanno

soltanto un minimo, dato dalla lunghezza dell’ asse tra-

sverso, mentre le lunghezze dei diametri ideali hanno pur

esse un minimo, che e la lunghezza dell ’asse non trasverso.

OssERVAZioNE 2.®' — Riferendosi alia fig. della pag. 257

sivedeche i parallelogrammi aventi come diagonal! CC,1)1)'

,

(metb, dei parallelogrammi aventi come mediane CC',DD')

hanno area costante (§§ 62, 67). Si ha cosi V estensione

all’ iperbole fXel teorema d’Apollonio gia dato per I’ellisse.

Questo teorema puo ora enunciarsi dicendo.

Bata una cornea a centra, i parallelogrammi aventi

come vertici gli estremi di due diametri coniugati sono

tutti fra loro eqmvalenti.

§ 71. Coniche oinologiclie. - Applicazioni. - Area

dell’ ellisse — Se due coniche K, K' di un piano sono

omologiche, ossia se esse si corrispondono in un’ omo-

logia, ed il centre 0 di questa appartiene ad una {K)

delle due coniche. 0. corrispondendo a se stesso, appar-

tiene anche all’ altra {K')
, ed e un punto di contatto

per le due coniche (§ 66)

Viceversa

:

Due coniche di un piano tangenti in un punto, si

corrispondono in una determinata omologia, che ha come

centra il punto di contaito; e correlativamente si com-
spondonopure in un’omologia,

che ha come asse la tangente

in quel punto.

Dimostriamo la prima parte

dell’ enunciate.

Sieno K, K' le due coniche;

A il loro punto di contatto.

Riferiamo proiettivamente le

due coniche mediante il' fascio

A ad esse prospettivo (§ 66):
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la proiettivitk tra di esse "vei’i’k suboi’dinata da un omo-

grafla determinata, per la quale A sarb, un punto unite e

tutte le rette per A saranno unite. Questa omografia e

dunque una oniologia di centre A, che trasfernia I’una

nell’altra le due coniche. Tale omologia e evidentemente

unica.

OssEra'AZicNE. — L’ asse della prima emolegia e una

retta che incontra (eventualmente) negli stessi punti (uniti)

le due coniche. Correlativamente il centre della seconda

emelegia, menzienata nelT enunciate, ^ un punto pel quale

passano (eventualmente) le stesse tangent! alle due coniche.

CoROLLARio. * — Due parabole aventi gh assiparal-

leli sono omologiche afflni ed omotehche.

Se due coniche K, K' sono omologiche, ed il centre 0

d’ omologia e esterno ad una di esse, esso e esterno anche

all’altra, e le due coniche hanno le medesime tangenti

per 0; inoltre le rette per 0, secanti rispetto a K, saranno

anche secanti rispetto a Z'. Siccome queste secanti for-

mano uno degli angoli delle due tangenti comuni a K,K'

(§ 69), si potrk dire che le due coniche risulteranno

iscntte nello stesso angolo. Valgono le osservazioni cor-

relative.

Viceversa possiamo stabilire i teoremi;

Se due coniche di un Se due coniche di un

piano sono iscntte in uno piano hanno due punti co-

stesso angolo (formate da muni e comprendono come

due tangenti comuni) esse si segmento intemo lo stesso

possono riferine omologica- segmento (determinate dai

mente in due modi, pren- due punti comuni) esse si

dendo come centra d’omo- possono rifenre omologica-

logia il vertice dell’ angolo mente in due modi, pren-

nominato. dendo come asse la congiun-

gente i detti punti.

L’ asse di ciascuna di Pei centri di queste

queste omologie segherd omologie passeranno le
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(eventudlmente) le due co- {exeninsli) coppie di tangenti

niche negh stessi punti. connuni alle due coniche.

Riferiamoci all’enunciato a sinistra.

Sieno X e if' le due coniche aventi comuni le tan-

gentia,&; e sieno A, A'
q

e B.B' 1 rispettivi punti

di contatto di a, b con

K, K'
; infine sia 0=ab.

Si consideri per 0
una qualsiasi secante p
di K la quale (essendo

K, K' iscritte nello

stesso angolo a b) risulta

secante anche di if',

sieno Pj
,
Pj le sue inter-

sezioni con if, e P/, P/
le sue intersezioni con K'. Se esiste una omologia di

Centro 0 che trasforma una delle due coniclie it, nel-

r ultra E', questa omologia dsTe far corrispondere ad A,B
rispettivamente A\ P'. ed alia coppia Pj Pj la coppia P/P/,

quindi a P, deve fare corrispondere P/, oppure P/.

Ora, se faceiamo per esempio corrispondere al punto P,

di E, il punto P' di K', e ad A, P rispettivamente A', P',

resta fissata tra E, K’ una proiettivitk; questa viene suboi’-

dinata da un’ omografia che trasforma K in E'-, ma tre

rette per 0 (le a, b, p) sono unite, dunque 1’ omografia

iiominata e un’ omologia di centro 0.

Ci6 diniostra il teorema.

Si pu6 fare una prima applicazione importante dei

resultati precedenti, proponendosi la determinazione delle

coniche di un piano che toccano due rette date e pas-

sano per 3 punti dati, non appartenenti ad esse e non

giacenti in linea retta.

Affinche il problema sia risolubile k anzitutto neces-

aario che i 3 punti dati sieno interni ad uno stesso angolo
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delle due rette (inteso sempre I’angolo nel sense grafico

del § 5), pei’che la conica da costruirsi. supposta esi-

stente, riuscira tutta iscritta in un angolo delle due tan-

gent! assegnate.

CI6 posto, sieno a, I le due rette, ed A,B,C\ tre

punti, soddisfacenti alle condizioni indicate.

Si considen una conica qualsiasi K' la quale toccln

a, S, e passi per A ; si design! poi con Kx nna conica,

supposta esistente. che tocchi a,, &, e passi per A, B, G.

La K' e la Kx saranno riferite in una omologia ben de-

terminata avente come centre Ot= ab, e per la quale A sava un.

punto (unito) dell’asse.

In questa omologia, al

punto B, coiTispondera

uno dei due punti B^,

B^, in cui la OB sega

K\ sia per esempio

Cosi a C corrisponderk

uno dei due punti

Cj ,
in cm OC sega K':

sia per esempio

L’asse della omologia

sarii dunque la retta

che congiunge A col

^mtoH-.{BC).iB^C,).

Ora, facendo cor-

rispondere al punto B
il punto B^ 0 il punto B^, ed a 0, C^o C^, si ottengono

4 omologie di centre 0, aventi A come punto unito ;
cia-

scuna di queste omologie Tiene perfettamente determinata,

come quella innanzi considerata in cm a B, C, corrispon-

dono rispettiTamente B^, Cy

Ciascuna delle 4 omologie trasforma la Z' in una

conica (come la Kx) tangente ad a,b, e passante per
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A,B,C, e questa conica iiasce a sua volta da una sola

omologia siffatta.

Si grange cosi alia conclusione:

In un piano, esistono 4 coniche che toccano due

retie date e passano per 3 punti, non cdlineati, intemi

ad uno stesso angolo delle due reite.

Correlativamente : esistono 4 coniche che passano per

due punti dati e toccano ire retie, non concorrenti, che

intersecano in punti intemi il medesimo segmento avente

come estremi i due punti.

OssERVAZioNE. * — Riferendosi al primo enunciate, e

gli elementi dati a, h, A, B, C, supponendosi propri
,

le

4 comclie risulteranuo tutte iperbole se i 3 punti A, B, C
non sono mterni alio stesso triangolo determinato dalle

a,be dalla relta impropria (ossia se appartengono a due

angoh ab opposti al rertice, nel senso della Geometria

elementare).

* Una seconda apphcazione dei teoreuii relativi alle

coniche omologiche, si basa sul

CoROLLARio. — Un’ ellisse si pud riguardare come

omologica af^ne d’ un cerchio, che iocchi due tangenti

parallele della ellisse stessa.

Si considenno le tangenti ad un’ ellisse K nei due

vertici A,B, situati sull’asse HIHII
maggiore, ed un cerchio K'

~
HBSHII

che tocchi le due tangenti

nei medesimi punti A,B.

L’ omologia affine che m
trastbrmaK in K', trasforma ~A
anche il rettangolo circo-

scritto air ellisse; avente i

B

lati paralleli agli assi, nel jjSkBHI
quadrate circoscritto al cer-

~
[

chio che ha pure i lati paralleli agli assi. Denotando
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con a, 6, le lunghezze dei due semi-assi dell’ ellisse
, le

aree del rettangolo e del quadrate sono espi’esse da

4 <2 & e 4 a^.

Ora r area del cerchio K' e tz
; dunque quella del-

r ellipse sara data dalla proporzione

:

CG : n = 4 ab : 4 a®.

Si ottiene cosi il resultato

:

U area delV ellisse di semi-assi a, b,

x= 7zab.



CAPITOLO XI

Problemi determinati.

§ 72. Generalita - ProWeini di 1.® grade. — Vogliamo
occuparci in questo capitolo di alcuui problemi geometi'ici

determinati, e delle costruzioni atte a risolverli

Occorrono avaiiti tutto poche parole di spiegazione

sullo scopo e sul signiflcato, secondo cui debbono essere

intese tali costruzioni.

Lo scopo che ci propomamo e essenzialmente pratico.

Si tratta di ottenere ( costruire ) , coll’ uso di strumenti

assegoati, la rappresentazione mediante un disegno, di

element! atti a soddisfare relazioni determinate, rispetto

ad altri elementi che si snppongono dati.

Limitiamoci alia Geometria del piano, e consideriamo

qumdi come elementi, i punti e le rette. Abbiamo nn
foglio le cui dimensioni si possono supporre teoricamente

grandi quanto si vuole, il quale rappresenta il piano. In

questo foglio si segnano colla matita dei « punti » immagini
piu 0 meno approssimate di punti geometrici, ma che si

considerano teoricamente non aventi dimensioni; nello stesso

piano SI tracciano dei segment! (piii o meno prolungati) di

« rette ». Si hanno cosi punti e rette dati nel foglio.
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Possedendo una ngci (sufficjeiitemente lunga) si pos-

sono congiungere con una retta due punti dati nel foglio,

e SI pud prolungare un segiuento rettilineo, comunque

piccolo, che sia tracciato nel foglio stesso.

Un punto pud esser dato fuori del foglio, assegnando

due rette, che abbiano una parte nel foglio, e s incontrino

in esso. Mediante la riga, un punto dato fuori del foglio

puo essere congiunlo con un punto segnato nel foglio,

con una costruzione die si basa sul teoreina dei triangoli

omologici ;
questa costruzione viene appresa insieme

air uso degli strumeiiti nel disegno.

Una retta pud essere data fuori del foglio, allorche

sieno dati due puiiti di essa, nel modo detto innanzi.

Si nesce allora (basandosi pure sul teoreina dei trian-

goli omologici) a dare colla riga il puiito d’ intersezione

di essa con una retta del foglio, tracciando un’ altra retta

del foglio che passi per quel punto. Infiiie si pud anche

determinare in un senso analogo, il punto in cui s’ inter-

secano due rette date fuori del foglio, assegnando due

rette del foglio che passmo per esso.

Le costruziom nominate, efifettuabili colla riga, sono

dette costruziom lineari, e permeltono in sostanza di

eseguire (nel piano) qualsiasi proiezione e sezione.

Mediante costruziom lineari si possono risolvere nu-

merosi problem! costruttivi determinati : tutti quei pfo-

Uemi che diconsi di groudo (perclie dipendono, iiella

Geometria analitica, dalla risoluzione di equaziom di primo

grado). Di essi abbiamo gik a^uto molti esempi; anzi

sono tall tutti i problemi (della Geometria piana) che

abbiamo risoluto flu qui; cosi; la costruzione del 4.® arino-

nico dopo tre element! in una punteggiata o iii un faseio

di raggi; la costruzione della proiettivith fra punteggiate

0 fasci di raggi, o quella dell’ omografia o reciprocity fra

duepiani; la determinazione dell’ ulteriore intersezione di

una cornea con una retta passante per un suo punto gih
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assegnato ;
la costruzione dell’ ulteriore elemento unito

di una proleUivitk in una forma di 1.®’ specie, quando e

dato un elemento unito, ecc. ecc.

* Ma gill per questi problem! di l.° grado, come poi

per quelli di natura piii elevata, si presenta la distinzione

fra problemi grafici e jprdblemt metrici. Nei primi si

considerano soltanto relazioni grafiche, mentre nei second!

si tien conto anche di rapporti metrici.

Ora in questi ultimi problemi si debbono riguardare

come dati gli euti metrici fondamentali che costituiscono

r assoluto, cioe la retta impropria e I’involuzione assoluta

su di essa. Soltanto dopo cbe questi enti sieno stati dati,

1 problemi metrici potranno considerarsi indifferentemente

come 1 problemi graflci; e, trattandosi di problemi di

1.® grado, risolversi colla sola riga.

Dare la retta impropria del piano significa (secondo

ci5 die e stato avvertito innanzi) darne due punti, mediaiite

due coppie di rette (parallele) ;
dunque la retta impropria

SI dovrb considerare come data, allorche e segnato uel

t'oglio del disegno un parallelogrammo. Soltanto dopo ci6

si potra effettuare linearmente la costruzione della paral-

lela per un punto ad una retta qualsiasi.

' Dare I’involuzione assoluta (sulla retta impropria)

del piano, vorra dire individuarla mediante due coppie di

punti coniugati, ossia mediante due coppie di rette orto-

gonali.

Dunque st potranno dare gli enti metrici fondamen-

tali del piano assegnando in esso un rettangolo.

Dopo ci5 qualunque problema metrico si potrk trattare

come un problema graflco, ponendo in relazione gli altri

element! dati con i nominati enti metrici (cfr. I’osserva-

zione del § 50). In particolare si potrk risolvere colla

sola riga ogni problema metrico di l.° grado.

I problemi tipici di questa categoria sono quelli rela-

tivi alia costruzione della parallela o della perpendicolare
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condotta per un punto, ad una retta data. Abbiamo gik

accennato come si risolva il primo di qoesti problemi; e

si riconosce subito come il secondo si riconduca, imme-

diatamente alia costruzioiie dell’ involuzione assoluta, sopra

la retta impropria, involuzione die abbiamo appunto

individuiita.

OssEEVAZioNE. — Si possono istituire iiello spazio coii-

sidei’aziom analoghe a quelle istituite relativamente ai

problemi della Geometria piana, consideraudo qui come

costruzioni lineari quelle die consistono nella determina-

zione di dementi « punti, rette e piani », gli uni mediante

gh altri
,
ed introducendo opportuni enti metrici fonda-

meiitali, allorche si tratti di problemi metrici. Ma noi

lasceremo da parte tali problemi, che la Geometria descrit-

tiva insegna a trattare sistematicamente, risolveiidoli me-

diante costruzioni da effettuarsi nel piano. Ci nferiremo

dunque, nel seguito, a problemi della Geometria piana, e

noteremo che il piano in cui si opera pu6 sempre essere

scelto ad arliitrio, giacche sopra di esso possono eventual-

niente proiettarsi le figure che venissero date in uii piano

diverso.

§ 73. Problemi di 2.® grade. — Si dicono di S° grado

quei problemi costruttivi determinati aventi due soluzioni

al piii, la cui risoluzione si puo ridurre, mediante proie-

zioni e sezioni. alia determinazione delle intersezioni di

uiia retta qualunque (del suo piano) con una certa conica

fissata. Un problema di 2.° grado riesce determinate o

impossibile, secondoche la conica data viene incontrata o

no dalla retta con cui deve segarsi; nel 1.® caso ha due

0 una soluzione, secondoche la retta e secante o taiigente

alia conica.

Sono dunque di 2.® grado quei problemi, che si risol-

vono graficamente coll’uso della sola riga, usando altresi

di una conica flssa completamente tracciata, della quale
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si possano quindi determinare le intei’sezioni con ogni retta

del suo piano.

Vedremo poi che questa conica, fondamenlale per le

costruzioni, puo essere sostituita con un’ altra presa ad

arbitrio.

I problemi di 2 * grado si riconducono analiticamente

alia risoluzione di equazioni di l.° grado e di una equazione

di 2.° grado, cio6 alia estrazione di un radicale quadratico.

Sia data, nel piano (m cui operiamo), una conica fon-

damentale K, completamente tracciata. Allora si possono

risolvere graficamente i seguenti problemi di 2.° grado

:

l.° Problema. — Deteminare (ove esistano) gli ele-

menti uniti dt una proiettivitd posta in una punteggiata

0 in un fascio di raggi.

Si pu6 supporre che la forma sia ana punteggiata a

(eventualmente sezione del dato fascio di raggi).

P

Su a sieno AA', BB\ GO', tre coppie di punti omo-

logbi, che deflniscano la proiettivith. Da un punto P della

conica K si proiettino su K i punti A, B, G, A‘, B\ G',

rispettivamente in A^, Bi,Gi, A\ , B\ , G\ . La proiettivith

(a' ^ (7^
corrispondenza delle due terne resta
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flssata su K, e quella che si ottiene segando colla K i

raggi proiettanti da P i punti di a che si corrispondono

(

A B C\

A' B‘ Cv
punti uniti,

questi sono proiettati in punti uniti della proiettivita su a,

e viceversa.

Ora, 1 punti uniti della proiettiYita su K (ove esi-

stano) sono le intersezioni di K coU’asse di collineazione

della nominata proiettivita (§ 67) e possono costruirsi come

intersezioni di tale asse di collineazione s colla conica;

proiettati da P a essi danno ( ove esistano
)

i punti

uniti della proiettuita che erano domandati.

Cio vale ugualmente anche nel caso particolare in

cui la proiettivita su a sia un’ involuzione.

2.® Problema — Determinare (ove esistano) t pimtt

comuni ad ima conica, indtviduaia mediante cinque pimti

(o cinque tangenti), e ad una retta; ancora determinare

le tangenti condotle alia conica da un punto-

Sieno A, B,C,D,E cmque punti che definiscono una

conica (di cui tre non in linea retta) ed a una retta del

piano, non passante per uno di essi, di cui vogliamo le

intersezioni (ove esistano) colla conica.

Proiettando (§ 61) da A, B i punti C, 2), E, si otten-

gono due terne che definiscono la proiettivita tra i fasci

di raggi A,B generatori della {ABODE). Sulla a,

considerata come sezione dei due fasci
,

resta indivi-

duata una proiettivita i cui punti uniti (ove esistano)

sono le cercate intersezioni di a colla conica {ABODE),
essi SI costruiscono dunque usando la costruzione data

innanzi.

Nel caso eccepito, in cui a passi per uno dei cinque

punti A, B, C, D, E, il problema di trovare V altra inter-

sezione di a colla conica, e stato gia risoluto (linearmente)

in piu modi (§§ 63, 64). Del resto col metodo qui seguito
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esso si ricondurrebbe al problema di costruire V altro

punto unito di una proiettivita sopra una retta, dato un

punto unito (§ 31).

Per condurre da un punto le tangenti alia conica

{ABODE) (ove esistano) si devono costruire correlativa-

mente i raggi uniti di una proiettivita, nel fascio che ha

per centre il punto.

OssERVAzroNE 1 ^ — Se la conica e data mediante

4 punti e la tangente in uno di essi, o mediante 3 punti

e la tangente in due di essi, si pu6 sempre applicare la

costruzione precedente. II procedimento correlative si ese-

guira, invece, se la conica e data mediante 5 tangenti o

4 tangenti e il punto di contatto di una di esse, ecc.

OssBRVAziONE 2.^ — La risoluzione del problema

precedente ci dimostra che :

Ogm problema di 2? grado risolubile graficamente,

qitando d data una certa conica fondameniale (tracciata),

i anche risoliibile ugitalmente quando d data in luogo

dt essa un' altra conica f^ondamentale, iJ pure indiffe-

o-ente che si saiopiano costruire le interseziom di una
retta qualsiasi colla conica fondamentale, o che si sap-

piano condurre ad essa le tangenti per un punto qual-

siasi. La possibilitd di una di queste due operazioni

grafiche permette la risoluzione di tutti i problemi di

2.^ grado.

Nel 2.^ caso bisogna trasformare per dualita le costru-

zioni che sono da efifettuarsi nel primo caso.

In particolare *
: Tutti i problemi grafici di secondo

grado si possono risolvere colV uso di un cerchio fisso,

del quale si sappiano determinare le intersezioni con una

retta qualsiasi, o a cui si sappiano conduri’e le tangenti

per un punto qualsiasi. E la scelta di un opportune cerchio,

come conica fondamentale per le costruzioni, corrisponde

air esigenza pratica che la detta conica sia ( un’ ellisse

)

tutta contenuta nel foglio del disegno.
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° Problema. — Betenmnare ( ove esistano
)

le

cmtiche X)0>ssanti ^er 4 punti (di ctii 3 non in linea retta)

e tangenti ad una retta.

Se la data retta a passa per uno dei 4 punti dati

ove essa non contenga un altro dei 4 punti.

sappiamo (§ 63) che vi e iina conica cosi determmata,

della quale possono costruirsi quanti si vogliano punti e

tangenti. Suppongasi che a non passi per uno dei 4 punti.

Su a le intersezioni delle coppie di lati opposti del qua-

drangolo ABCD appartengono ad una involuzione, i cm

punti doppi (ove esistono) sono i punti di contatto delle

coniche per A, B, C, D, tangenti ad a (§ 65). Una di tali

coniche resta definita, note il suo punto di contatto con a,

perche allora se ne conoscono 5 punti.

Correlativamente si risolverh il problema correlative.

Come esempio del cosidetto tnefodo det tentativi

giova considerare il seguente

4.

° Problema. — Iscrivere (ove sia possibile) in una

conica, un triangolo, i oui lati passino ordinatamente

per 3 punti fissati,

Sia 8 la conica data, e P^, P^, i tre punti che

supponiamo non appartenenti ad essa (tale case partico-

lare del problema si esau-

rirebbe facilmente). Si con-

sider! su S un punto A
e si unisca con Pj ;

si

determini I’ulteriore inter-

sezione P di iS con A,

e si unisca B con Pj
;

si

determini Pulteriore inter-

sezione C di BP^ con 5,

e si unisca 0 con Pj e si

seghi ulteriormente la co-

nica S nel punto A' con la retta C P^. Se il triangolo

ABC iscritto nella conica S soddisfacesse alle condizioni
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poste, 111 modo che fosse appunto AB i\ lato di essa

passante per -P^, dovrebbe A' conicidere con A.

In generale cio non accadr^, A essendo stato scelto

ad arbitrio sulla conica S, Per6 variando A sulla conica S,

variera ancbe A', e mediante le costruzioni poste risul-

tera flssata fra i punti come A, A' una corrispondenza biu-

nivoca ; si pu6 Tedere facilmeiite che tale corrispondenza

e una proiettivith. Infatti i punti A,B della conica (allineati

con Pi) si corrispondono nella iiivoluzione che ha per centro-

di collineazione Pj; cosi P, C si corrispondono neU’invo-

luzione die ha per centre di collineazione Pg*, e C,A' nel-

r iiivoluzione che ha per centre di collineazione Pg*, dunque

la corrispondenza fra A, A' che iiasce applicando succes-

sivamente tre proiettivita involutorie su S, e la proiet-

tivita prodotto di queste tre involuzioni.

Ci6 posto ,
si applichi a tre punti della conica S la

costruzione applicata ad A
;
risulta allora flssata su S' una

proiettivita i cui punti uniti (se esistono) risolvono il pro-

blema. Infatti, un punto unito di essa, preso come punto A
e congiunto con Pi ecc. ,

dk luogo ad un triangolo iscritto

in S, i cui lati passano ordinatamente per

I punti uniti della proiettivita posta su S si deter-

minano (ove esistano) come intersezioni di S colPasse di

collineazione s della proiettivita.

Si possono eseguire per esercizio le costruzioni indi-

cate
,
individuando la S mediante 5 dei suoi punti e ser-

vendosi di una conica fondamentale K dei suo piano (ad

esempio di un circolo). Questa conica interviene soltauto

per determinare le intersezioni di S con s\ tutte le altre

costruzioni souo lineari.

OssERVAzioNB 1.^ — Quaudo di un problema di

grado e data una soluzione, si pu6 ottenere Taltra visol-

vendo un problema di 1.^ grado.

* OssERVAzroNE — Abbiamo parlato fin qui di pro-

blem! di 2.® grado grafici. Trattandosi di problem! metrici

18
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occoiTe supporre dali a prion gli enti metrici fondamen-

tali del piano.

Ora. seeondo il § 72, occorrebbe dare per cio, oltre

la conica Ibndamentale che si richiede pei jiroblemi di

2.“ grado grafici, anche iin rettangolo.

Ma, in questo caso, e piii semplice di scegliere come

conica foiidamentale un cerchio e di dare la retta impro-

pria per mezzo del centre del cerchio stesso (suo polo);

allora resta anche data'sulla retta impropna I’lnvolnzioiie

assoluta, come involuzione dei punti coniugati rispetto al

cerchio Si pud dunque affermare che:

Tutti i problemi di 2.® grado, grafici e metrici, si

nsolvono linearmente quando i data un cerchio fonda-

mentale fisso ed il relativo centro.

Come esempio di un problema metrico di 2.“ grado,

relativo alle coniche, citeremo il seguente:

Problema. — Costruire gh assi di una conica a

centro.

Anzitutto si pud supporre di avere determinato (linear-

mente) il centro 0 della conica. e cosl pure due coppie

di diametri coniugati. aa',bb', di essa (per 0).

Si ha allora nel fa.scio 0 un’ involuzione deflmta dalle

coppie aa\ bb’, della quale si debbono determinare i raggi

coniugati ortogonali. Si supponga che il cerchio E fonda-

mentale per le costruzioni , avente

un centro dato C, passi per 0; sieno

A. A' Q B,B' \ punti in cui esso sega

ulteriorraente a, a' e b, b'. L’involu-

zione degli angoli retti del fascio 0,

segata col cerchio K, determina su

di esso un’ involuzione il cui centro

di collineazione e C (perche gli angoli

retti sono iscritti in un semicerchio).

Ora si deve trovare la coppia comune a questa involuzione

ed a quella deflnita dalle coppie A A' e BB. Essa si
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detei’mina segaiido il cerchio colla retta che congiunge C
al punlo d’lncontro delle AA',BB' (centre di collineazione

della seconda involuzione nominata). Questa coppia comune

XY, proiettata da 0, fornisce gli assi ca, y domandati.

Come esercizio si costruiscano ancora gli asmtotj della

data conica, supposta un’iperbole (supposto cioe che le

coppie a a, bb' non si separino); e si determinino (in

ogni caso) i vertici di essa couica.

§ 74. * Problemi risoluMIi colla riga e eol compasso. —
Il puiito di partenza delle nostre costruzioni estatol’uso

dello strumento «riga»,il quale permette di elfettuare

(nel piano) tutte le costruzioni lineari, cioe il tracciameiito

di rette e la determinazione delle loro mutue intersezioni.

Problemi piu elevati esigono altre costruzioni, che non si

possono piu effettuare colla sola riga.

Generalmente queste costruzioni consistono nel trac-

ciamento di « curve » piu elevate della retta; ed il nomi-

nato tracciameiito si pub far dipendere dall’uso di strunienti

di disegno piii complessi della riga. Si presentano allora

due criteri per la classiflcazioiie dei problemi costruttivi:

1) la natura delle curve dal cui tracciameiito pub farsi

dipendere la risoluzione domandata;

2) la natura degli strumenti atti al tracciamento delle

nominate curve.

Il prime criterio guarda propriameiite alia seniplicita

delle curve sotto T aspetto geometrico, mentre il secondo

criteno guarda alia semplicita meccanica del tracciamento.

Accanto ai due criteri menzionati se ne pub porre

uii terzo; quello, date dalla Geometria analitica, dove si

guarda alia natura delle operazioni di calcolo, algebriche

0 trascendenti, da cui si pub far dipendere la risoluzione

domandata.

Ora, secondo tutti e tre i criteri, si presentano in

prima linea i problemi di 1.® grado (graflci e metrici).
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Si possono collocare subito dope i problemi di 2.®

grado (grafici e metrici). Invero:

1) Le costruzioni che occorrono per la nsoluzione di

essi dipendoiio dalle intersezioni delle rette del piano con

un cerchio flsso, di date centro; ed il cerchio e sotto

molti aspetti la linea piu semplice, dopo la retta.

2) II tracciamento del cerchio occorrente all’ uopo

,

si pub effettuare nel disegno collo strumento «compasso »,

che b uno dei piu semplici dopo la riga.

3) La risoluzione analitica di tali problemi dipende da

un' equazione del 2 ° grado (e da equazioni del l°grado)^

ossia richiede soltanto I’estrazione di un radicals quadratico^

(ed operazioni razionali sulle quantity che corrispondono

agli elenienti dati); una siffatta estrazione e I’operazione

itTUStonale piu semplice che comparisca nell’ algebra.

Ai problemi di 2 ° grado si possono collegare quelli,

componenti una classe piu ampia, che, senza essere di 2 ®

grado, SI riducono per6 a successivi problemi di 2 ° grado

;

ossia i problemi che si risolvono nel disegno coH’uso di

una conica fondamentale fissa, la quale, nel case dei pro-

blemi metrici, si suppone essere un cerchio di cui b dato-

il centro.

Ora quest! problemi sono evidentemente risolubilr

cogli strumenti « riga e compasso »; ma, viceversa, non e

chiaro a priori che tutti i problemi costruttivi risolubili

colla riga e col compasso si riducano a successivi problemi

di 2 ° grado, e si risolvano quindi coll’uso della riga e

d’un cerchio flsso di dato centro.

Tale fatto pub luttavia essere stabilito. Basta notare

che r uso degli strumenti « riga e compasso » corrisponde'

alia possibility di risolvere i due problemi fondamentali

seguenti

:

1) determinazione delle intersezioni di un cerchio com

una retta;

2) determinazione delle intersezioni di due cerchi.
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Ora, il primo di questi due problemi e state gia riso-

luto e ricondotto (nel case piu generate di una conica

qualsiasi) alia determinazione delle intersezioni di una
retta col cerchio fondamentale fissato a priori. II secondo

problema si riduce al precedente, bastando sostituire ad

uno dei cerchi V asse radicale dei due, il quale si costruisce

linearmente.

Resta cosi stabilito che:

Tuth ^ problemi costruttivi deierminati^ die sono

risolubili colla riga e col compasso, si possono risolvere

colla sola riga e colV iiso di un cerchio fisso di dato centro.

Questo resultato puo anche essere espresso sotto

un’altra forma, atta a pome in luce Timportanza pi^atica.

Nelle considerazioni precedent! il cerchio flgurava

come conica-luogo
,
ma puo supporsi dato invece come

<5onica-mviluppo
;
in altre parole si puo supporre possibile

Toperazione del condurre per un punto esterno le tan-

genti al cerchio fondamentale, invece della operazione

correlativa di segare il cerchio con una retta. E questa

una immediata conseguenza del principio di dualita nel

piano. Del resto, appena si sappia eflfettuare una delle due

operazioni correlative sopra menzionate, si effettuerh subito

linearmente V altra.

Avvertito ci6
,

potremo riguardare come dato un

cerchio-inviluppo, allorche (invece del compasso) si pos-

segga lo strumento « riga a due bordi ».

La riga a due bordi permette

di costruire una striscia com-

presa fra due rette parallele, di

cui la lunghezza e teoricamente

lunga quanto si vuole, e la lar-

ghezza I e determinata.

Ora con questo strumento si

possono costruire le due tangenti

per un punto esterno P, al cer-
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chio di centi’o fissato 0 che ha come raggio 1. Basta infatti

fare scori’ere la riga in modo che un bordo pass! per 0^

flnche r altro venga a passare per P, operazione effet-

tuabile in due modi.

Cosi concludiamo

:

Tutti I problemi costruttivi determinati, che si pos-

sono risolvere colla nga e col conipasso, si possuno

anche risolvere colla sola nga a due bordi.

Ma, perche tale conclusioiie risulti dimostrata vera

anche nella pratica, dove la lunghezza della riga a due

bordi e flnita, occorrerebbe inostrare come la costruzione

indicata innanzi relativa ad un punto P troppo lontano

da 0, SI possa sostituire con una costruzione analoga rela-

tiva ad un altro punto pih vicino ad 0 Lasceremo da

parte la dimostrazione di tale possibility.

Dopo i problemi di 2.® grado o riducibili a problemi

di 2.® grado. i quali si possono risolvere determinando le

mutue intersezioni di rette e di cerchi, vi sono altri pro-

blem! pill elevati che non si possono piu risolvere nello

stesso modo. Esempi di problemi silFatti compariscono flno

dalla Geometria elementare. Basterh ricordare i problemi

classici della trisezione dell’ angolo, della duplicazione del

cubo e della quadratura del circolo, sui quali si sono affa-

ticati invano i geometri greci.

Questi problemi si possono considerare oggi come

risoluti, in quanto si ^ stabihto che la soluzione come era

domandata dai greci, col solo uso della riga e del coni-

passo, non e possibile; e d’altra parte si sono trovati

strumenti piu complessi, capaci di fornirla.

Sebbene T esame di siffatte questioni esca dal nostro

quadro, non possiamo trattenerci dal dedicare ad esse

alcune osservazioni, collo scopo di chiarire la nozione di

risolubilifcl dei problemi geometrici.

Ogni problema determiiiato , in tutti quei casi nei

quail esistono soluzioni, deve considerarsi risolubile. Ma
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effettiva pud richiedere necessariamente I’uso di linee o

di stvumentz piu elevati di quelli che si hanno a disposi-

zione, ed in questo sense essere relativamente impossibile.

Cosi e impossibile risolvere i 3 problemi nominati, trac-

ciando solo rette e circoli e deteminando le loro mutue

intersezioni, ossia coll’uso degli strumenti « riga e com-

passo ». Tale impossibilita e posta in, luce dalla trattazione

analitica di quei problemi. La trisezione delTangolo e la

duplicazione del cube portano analiticamente alia risoluzione

di un’equazione cubica, la quale dovrebbe potersi oltenere

con sole estrazioni di radicali quadratici, afBnche i problemi

stessi riuscissero risoluti con rette e circoli
,
invece questa

equazione impoiia generalmente , in modo necessario.

I’estrazione di un radicale cubico.

Quanto alia quadratura (o alia I’ettificazione) del cir-

colo, SI tratta di un problema anche piu elevate, giacche esso

dipende analiticamente dal calcolo del numero di Ludolf %.

Se la quadratura del circolo si potesse ottenere colla riga

e col compasso, si potrebbe anche ottenere un’equazione

algebrica, a coeflScienti razionali, di cui u fosse radice
; ed

anzi una tale equazione dovrebbe potersi risolvere con

sole estrazioni di radicali quadratici. Ora, anche prescin-

dendo dalT ultima condizione, e state dimostrato dal Lin-

dbmann ( Mathematisclie Anualen, 1882) che n non soddisfa

ad alcuna equazione algebrica a coeffleienti razionali. sicch^

il problema della sua determinazione (ossia quello della

quadratura del circolo) e un problema traseendente, invece

che algebrico.

Ma se i tre problemi classici sopra menzionati sono

irrisolubili colla riga e col compasso, la loro risoluzione

deve essere cercata coll’uso di linee piu elevate del

cerchio, o di strumenti piii elevati del compasso.

Per i due primi problemi (del 3.® grade) basta il

tracciamento di coniehe, e quindi uno strumento (com-
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passo ellittico, iperbolico o parabolico) atto a tracciare

queste Imee.

L’ ultimo invece richiede linee o strumenti piii ele-

vati, eppure si risolve oggi anch’ esso, nel disegno, coll uso

dello strumento « integrafo » di Abdank-Abakanowicz

Lasciando da parte le precedenti considerazioni,andiamo

ora a parlare del problema delle intersezioni di due coniche,

cominciando dai casi in cui esso si nduce a problemi di

2.° grado
,
per venire poi a delimitare la classe dei pro-

blem! di 3.° grado.

§ 75. Intersezioni di due coniclie arenti due element!

coittuni dati. — 11 problema generale di determinare gh

elementi comuni a due coniche di un piano non e di 2.°

grado e non si pu6 ridurre alia risoluzione di successivi

problemi di 2° grado , ci6 si pud stabilire analiticamente,

dimostrando che la sua risoluzione dipende da un’equa-

zione irriducibile del 4° grado.

Sono tuttavia problemi di 2.® grado, o si riducono a

problemi di 2.® grado, e si risolvono quando si ha nel piano

una conica fondamentale fissa, i problemi relativi a tali inter-

sezioni, ove gih sieno dati due elementi (punti o tangenti)

comuni alle date coniche. Ci riferiamo alle coniche luogo,

lasciando che si traducano per dualith questi sviluppi.

Anzitutto notiamo che (§ 63) due coniche non possono

avere piu di quattro punti comuni, altrimenti coincide-

rebbero. Se in un punto comune esse hanno altresi comune

la tangente, deve ritenersi che ivi sieno riuniti almeno

due punti (inflnitamente vicmi) comuni alle due coniche.

Dopo CIO si Togiiono risolvere, in un dato piano (ove

operiamo) i seguenti problemi:

1.® Problema. — Determinare le (eveutuali) ultenon

intersezioni di due coniche aventi due punti comuni dati.

Sieno K,K' due coniche (d’un piano) aventi comuni

due punti A, R Si proiettino ad esempio da A, J? i punti
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di K su K'. Si ottiene su K' una proiettmt^ di cui si

puo determinare 1’ asse di collineazione u ; i suoi (even-

tuali) punti d’ intersezione con K' sono anche comuni

a K. La prima parte della costruzione si effettna linear-

mente ove le E, K' sieno individuate per 6 elementi

(stante le costruzioni del § 63). Le intersezioni di K'
{o E) colla retta u si determinano colla costruzione di

2° grado indicata (§ 73), data nel piano una conica

flssa. La costruzione diventa

semplicissima se una delle

coniche E, E' e completa-

mente tracciata, e puo quindi

assumersi come conica fon-

damentale

OssERVAziONK. — Le due

coniche E, E' hanno oltre

A.B.
a) due punti comuni

Mx , iVa, , se tt nesce secante

per una di esse (e quindi

per ambedue), e non passa

per A, B,

h) un punto comune di contatto (cioe colla stessa

tangents), se « 6 tangents fuori di A, B a, E, E';

c) nessun punto comune, se u e esterna a E, E'.

Le due coniche E, E' hanno un punto di contatto

in 0 in B, se u passa per A o B.

Se le due coniche E, E' hanno oltre ad A, B un

altro punto comune dato M, 1’ ulteriore intersezione No,

si costruisce linearmente. II punto No, pu6 cadere even-

tualmente in A, B, M, essendo allora uno di questi un

punto di contatto.

Se le due coniche E, E' hanno comuni A, B e la

tangents in uno di essi
,
per esempio in A , esse hanno

in generals comune un altro punto, che si costruisce
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linearoiente. Eccezionalniente questo punto pu6 cadere

m B, che s&rh allora punto di contatto, oppure in A che

SI direbbe un punto di contatto tripunto.

Questi vari casi offtiranno utili costruzioni, da ese-

guu'si come esercizi.

2 ° pROBLBMA. — Delermtnare le (eventuali) ulteriori

27itersesiom di due coniche aventi un dato punto comune

dt contatto.

Sieno A', K' due coniche aventi il punto comune A,

ed in esso la stessa tangente a. Rifeiuamo prospettiva-

vameiite le due coniche come sezioni del fascio A ; esse

risultano allora omologiche (§ 71), e I’asse di omologia

le Sega negli (eventuali) ulteriori punti che esse hanno

comuni.

Si pub costruire il detto asse linearmeiite
,
allorche

le due coniche sieno definite per 5 elementi.

Infatti SI costruiscano 3 coppie di punti corrispondenti

BB'.CC',D]y (sezioni di K, K’ con 3 raggi per A). Le

rette corrispondenti BC, B'C; BB, S'!)', ecc s’lncontrano

sull’asse d’ omologia.

OssERVAZiONE. — Se M nou passa per A, le due coni-

che K, K' hanno fuori di A due punti comuni, o un punto

di contatto, o nessun punto, secoiidochb u e secante, tan-

gente 0 esterna (ad una e quindi) ad ambedue le coniche

Se u passa per A, ma non e la tangente «, le K, K'

hanno in A un contatto tnpunto, e vi e una ulteriore

mtersezione di K, K' fuori di A, la quale pub essere

determinata linearmente. Se u coincide con a, le K,E' non

hanno ulteriori intersezioni e si dice che si osculano o

hanno un contatto quadnpunto in A.

Si pub vedere come esista una conica K', passante per

due punti dati fuori di una conica K, ed avente un eon-

tatto tripunto con K in un dato punto. Similmente esiste

una conica K' osculatrice ad una data K in un punto, e

passante per un altro punto fuori di K.
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Si potr&, assegnare iu ambedue i casi ( linearmente

)

quanti si Togliano punti di K'.

Emerge dalle precedent! considerazioni che, come si

pub dire che due coniche (semplicemente) tangenti in un

punto hanno ivi riunite due intersezioni inflnitamente

I’icine, cosi un contatto tripunto o quadripunto si possono

riguardare come equivalenti a tre o rispettivamente a

quattro intersezioni inflnitamente vicine delle due coniche.

3.° Problema. — Beienninare le (eventuali) intei'se-

ziom di due coniche aventi due date tangenti comuni.

Questo problema b di grade superiore al 2.°, perchb

comporta fino a 4 soluzioni ; tuttavia la sua risoluzione si

pub far dipendere da quella di due successm problem!

di 2“ grado.

Sieno K, K' due coniche, tangenti alle rette t^

che s’incontrano in 0. Sappianio che uno degli angoli t^t^

(contenelite K) e tutto costituito di rette secanti K,

r altro di rette esteriie. Se K, K' sono contenute in diversi

angoli tx%, esse, salvo che abbiano comune uno o ambedue

1 punti di contatto coil t^,t^, non hanno alcun punto comune.

Supponiamo dunque che K, K' sieno iscritte nello

stesso angolo t
^ ;

esclu-

diamo inoltre che t^

abbiano lo stesso punto

di contatto colle due co-

iiiclie, giacche questo caso

Cl riconduce al problema

precedents. Ogni retta per

0 segante una conica sega

anclie I’altra. Sia c una

tal retta, ed AA^,B'B\

le coppie segate su c da

K, K’. Possiamo riferire

proiettivamente le due

coniche K, K’ facendo corrispondere i punti T^, e T\,
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punti A, B(. Tanto per 1’ uno quanto per 1’ altro rifeiu-

mento le due coniche risultano omologiche (§ 71), e gh

assi delle omologie, determinati dalle intersezioni delle

rette corrispondenti, intersecano le dette coniche nei

punti che esse hanno in comune.

§ 76. ProWemi di 3.® grade. - Determlnazione degli

element! unit! di un’omografla piaiia. - Asse d’uiia con-

gruenza nella Stella. — Diremo proMema fondamentale

di 3.® grado il problema di determinare le ulteriori inter-

sezioni di due coniche d’un piano, aventi un dato punto

comune non di contatto. Questo problema non e riducibile

a problemi di 1.® grado e di 2.® grade. Esso non pu6

essere risoluto colla riga e col compasso
,
ma coll’ uso

di istrumenti piii elevati (come il compasso eliittico, ecc.)

atti a tracciare le coniche. Sono problemi di 3 ® grado

tutti quelli che possono ridursi linearmente alia risoluzione

del problema fondamentale sopra nominate.

I problemi di 3.® grado hanno ire soluzioni al piii

e una almeno; giacch^ due coniche (d’un piano) aventi

comune un punto, non di contatto, hanno comune al pm
altri tre punti e almeno uno, come ci proponiamo di

dimostrare.

Premettiamo il seguente:

Lemma. — Sieno K una conica ed 0 un punto esterno;

a, b le tangent! condotte da

0 & K\ A, B i loro punti

di contatto. Si indichi con w
r angolo a b costituito dalle

rette per 0 secanti la conica

(§ 69). Le intersezioni di una

retta dell’ angolo w con 7^ se-

parano A, B su AT, perch6 si
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corrispondono in una involuzione di cui A, B sono punti

doppi; vi e dunque una delle nominate intersezioni in cia-

scuno dei due archi AB della conica. Viceversa ogni panto

di un arco AB, congiunto con 0, dk una retta di (o. Ora

vogliamo dimostrare che tale corrispondenza biunivoca

fra le rette delV angolo we* punti d’ un arco AB d

ordinata, cioe che mentre un punto si muove sulla conica

descrivendo un arco AB, il raggio che lo unisce ad 0 si

muove nel fascio descidvendo 1' angolo to.

Su K SI prendano due punti qualunque C, D d’ un

arco AB, tali che per esempio I) segua C nell’ oi'dine

{ACB) di K, e quindi ACD^sieno susseguentisi ; facciamo

vedere (e cosl sark stabilito il lemma) che si sussegui-

ranno, nel fascio 0, le rette;

a^OA, c = OC, d=OD, b^OB.

A tal fine si seghino le rette a,c,d, b, colla AB^
rispettivamente nei punti A, C^, D, B{, basta dimostrare che

sono susseguentisi i punti

A, Cl, D, Bj, ossia che A, D
separano Ci, B^.

Ora ci5 segue dal § 69.

Invero il punto <7, e interno

alia conica K, giacchk i

punti d’ intersezione C , C'

di G con K separano i punti

A, D su K, perchb C segue a

B neir ordine {AC D B)-,

invece B^ k esterno a K appartenendo alia sua tangente b.

Con ci6 il lemma k stabilito.

Dopo ci6 si pub dimostrare il seguente

Teoeema. — Due coniche d’lin piano aventi comune

un punto non di contatlo, hanno alnieno un altro punto

comune.
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Sieno K, K' due coniche d’ uii piano aventi comune

il punto A, non di coutatto. Si consideri la tangente in A
alia conica K, la

quale incontrerh in

K' un altro puuto B' la

conica K'. Pei’ B',

^

SI conduca la se-

conda tangente (ol-

tre la B' A) alia K‘,

sia C il suo punto

di contatto colla K
e C' la sua ultenoi'e intersezione con A''.

Si indielu con X I’angolo B'{AC) del tascio S' costi-

tuito dalle secanti di K. cioe

I’angolo in cui e iscritta la K. Una

retta m di X incontra K in due

I /
' \\ punti ilf, Afj

, e la K' in un punto

f jTB KjK M' oltre S'. Ora 1‘ra le rette m
V I / y dell’ angolo X ed i punti analoglii

ad M, su A, o ad M' su E',

nasceranno delle cornspondenze

ordinate, per le quali risultera

stabilito un riferimento ordinato dell’ angolo X rispetliva-

niente ai due archi AO della conica E, e all’ arco AC',

che non contiene S', della A"'; in conseguenza i tre archi

nominati risulteranno pure riferiti ordinatamente fra loro.

Riferiamo ora proietiivamente le due coniche 7i, E'
come sezioni del fascio A, e

sia C" la proiezione di 0 su A';

ai due archi AO di A vengono

a corrispondere i due archi

(
complementari

)
S'C'^ di A'.

Ora i due archi S' S', risultano

riferiti in corrispondenza ordi-

nata (prospettica) ai due archi
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AC di K e quindi m corrispondenza ordinata all’arco AC'

di K', che non contiene B.

Vi SOHO da distiuguei’e due casi

;

I® B', Cj', non sepai’ano A, C.

Allora SI ha su K' una corrispondenza ordinata tra

I’arco B'AC^', e I’arco mterno AC' che non contiene B'.

Mentre un punto si muove su K' descrivendo il 1.® ai'co,

il corrispondente si muove descrivendo il 2.®; percid (§ 19)

M e in AC almeno un punto unite (diverse da A), evi-

dentemente comune alle due coniche K,K'.

2° B', separano A, C
Allora se, su K', facciamo muovere un punto descri-

vendo r arco A C che non contiene B, i corrispondenti

punti descriveranno gli archi complementari B C m senso

tra loro opposto; dunque uno di questi due archi verrii

descritto in senso opposto al nominate arco A G. In esso

1 due punti mobili cori’ispondenti (che si vengono incontro)

s’ incontreranno in un punto unito, come si pud provai’e

colie considerazioni del § 19; questo punto unito, diverse

da A, risultera evidentemente comune alle due coniche

In ogni case dunque le coniche K, K' hanno (oltre A)

almeno un altro punto comune, c. d. d.

Un ulteriore esame della questione permetterebbe

(seguendo i medesimi pnncipii) di discutere i vari casi

possibili relativamente alle intersezioni di due coniche in

un piano, avuto riguardo alia loro posizione relativa,

ciod air esistenza di punti dell’ una esterni od interni

air ultra, ecc Si perverrebbe cosl ad una serie di risultati

perfettamente rispondenti alia nostra intuizione. Non ci

addentreremo in tale esame un po’ minuto, rimandando

chi desidera acquistarne nozione alia Nota di Eugenio

Maccaferri « Su di un teorema fondamentale relative agli

elementi comuni di due coniche in un piano », (Rendic.

Circolo Matematico di Palermo, 1895).
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Passeremo invece alia I’isoluzione del seguente pro-

blema di 3° grade

:

Detet'imnare i uniti di tin* omogTO,fia piana

non omologioa.

Si prenda nel piano dell’ omografla un punto A, non

Tinito e non appartenente ad alcuna retta unita, cio che pud

senipre farsi, perche la data omografla non e una omologia.

Sia A' il punto corrispondente ad A, ed A" il punto

comspondente ad A'. I punti A, A', A

'

non si trovano

sopra una retta, giacche q[uesta dovrebbe essere unita.

Ora i tasci A, A’, e cost i fasci A', A", risultano rife-

riti proiettivamente dali’ omografla, e tale riferiroento non

e prospettiTO, percbe le rette AA', A'
A"

non sono unite.

I primi due fasci genereranno una conica K passante

per A, A', e tangente m A’

alia retta A' A", i secondi

fasci genereranno un’ ultra

conica IC passante per A', A",

6 tangente in A! alia AA'.

Le due coniche, avendo in

comune il punto A', dove

non SI toccano, si incontre-

ranno ulteriormente in qualche punto ,
in un punto almeno,

od in tre punti al piu. Questi punti d’ intersezione, ed essi

soli, saranno i punti uniti dell’ omografla.

Infatti, sia X un punto (diverse da A') comune alle

due coniche ;
alle rette AX, A'X, corrispondono rispetti-

vamente, nell’ omografla, le A'X, A"X, e quindi ad X cor-

risponde X stesso.

Viceversa, se X d un punto unito dell’ omografla,

alle rette AX, A'X, corrispondono rispettivamente le

A' X, A" X, e quindi X si trova sulle due coniche K, if'.

Correlativamente si possono costruire le rette unite

dell ’ omografla, le quali si ottengono anche come rette

associate ai punti uniti (§ 49).
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Si deduce che

:

In ogm oniografla piana vi d almeno itn punto

itniLo, eel almeno una retta imita.

Ora, col principio di dualita nello spazio, dedurremo

ancora

:

In ogm omografia di ima stella vi e almeno iina

retta nnita, ed almeno nn piano unito.

CoROLLARio. — In particolare, in una congruenza^

data ill una stella propria (§ 54), vi saranno almeno una

retta unita a ed un piano unito ad essa ortogonale.

Ora si consideri la congruenza nel fascio di piani di

asse a\ questa potra essere diretta o inversa (§ 32). Esa-

miniamo i due casi:

1) Se la congruenza nel fascio a e diretta, tutti

1 piani per a possono essere sovrapposti simultaneamente

ai corrispondenti, eseguendo una rotazione attorno ad a ;

anzi questa rotazione pu6 effettuarsi in due modi, descin-

vendo (in seiiso opposto) angoli supplementari. Ora una

rotazione siffatta sovrapporrk tutti i raggi della stella

ai corrispondenti
,

o U portera ad occupare posizioni

simmetriche rispetto ad a (generando nella stella una con-

gruenza con un fascio a di piani uniti, la quale (§ 54) sara

identica oppure sara una simmetria rispetto ad a) ;
anzi

avverra appunto che, eseguendo la rotazione in un senso

opportune, ogni raggio venga sovrapposto all’ omologo

,

mentre dalla rotazione iiell’ altro senso esso sark portato

nella posizione simmetrica. Si vede dunque che la congruenza

nella stella puo venire generata da una rotazione attorno

alia retta a
;

la quale e^^identemente e unica retta unita,

se SI esclude il caso che tutti i piani per a sieno uniti,

caso in cui si ha una simmetria rispetto ai a e sono

uniti tutti i raggi della stella perpendicolari ad a

2) Se la congruenza nel fascio di piani a e inversa,

SI hanno per a due piani uniti di simmetria, ed in ciascuno

una retta unita (ortogonale ad a) sezione col piano unito

10
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ortogonale ad a. Vi e dunqae un iriedro trirettangolo ahc,

di elementi Tiniti. Ora, poniamo che nel fascio unito di piani

ayente come asse si abbia una congrueiiza diretta, poiche

per h VI sono due piani uniti, potremo concludere che tutti

i piani per & sai’anno uniti , e la congruenza della stella

dovra essere una simmetria rispetto a &. D’ altra parte

,

se invece nel fascio h si ha una congruenza iriversa

,

{simmetria rispetto ai piani ha. he) . e facile vedere che

la congruenza della stella e una simmetria rispetto a c
,

infatti ad ogni raggio ou deve corrispondere F intersezione

del piano simmetrico di a oe rispetto ad ac col piano

simmetrico di h x rispetto a h c. In conclusione la con-

gruenza della stella (nella nostra ipotesi 2.^) e una sim-

nietria rispetto ad un asse, generabile colla rotazione di

due augoli retti attorno a quest’ asse (§ 54).

Riassumendo abbiamo dunque .

Ogm congruenza in ttna stella propria pud essere

generata da tina rotazione attorno ad un asse fisso.

Questo asse di rotazione e sempre determinate ed e

Tunica letta unita della congruq?iza. ove questa non sia

una simmetria

In particolare si deduce :

Data una congruenza nel piano improprio, esiste

senip^re una retta timfa, sopra la quale vesta suhordt-

nata una congruenza diretta, ed un punto unito, polo

di questa retta rispetto alia polarita assoluta. La con-

gruenza (supposta non identica) del piano impropino

posstede soltanto un punto ed una retta uniti, oppure

d un' omologia armomca (simmetria).



CAPITOLO XII

*Proprietk foeali delle coniehe.

g 77. Fuoclii. — Un punto del piano di una conica

pel quale le rette coniugate sono perpendicolari. cioe tale

che 1’ involuzioiie dei raggi coniugati pei' esso sia quella

degli angoli retti, dicesi un fuoco della conica.

Occupiamoci anzitutto della ncerca dei 1‘uochi per le

coniche a centre.

Poiche r invoiuzione (degli angoli retti) costituita dai

raggi coniugati che passano per un fuoco ellittica, i

fuochi, se esistono, sono interni alia conica.

Se un fuoco cade nel centre della conica, questa e

un circolo (§59) ed allora non vi sono altri fuochi.

Escludiamo questo caso.

Sia F un fuoco d’ una conica a centre <7, diverso

dal centre 0 di essa
;

si conduca il diametro OF. La

retta per F coniugata ad OF e, per la definizione di

fuoco
,

perpendicolare in F alia OF stessa
;

quindi il

diametro OF e perpendicolare (ad una e in conseguenza)

a tutte le corde coniugate, esso e dunque un asse della

conica. Perci6 ogni fuoco deve trovarsi sopra un asse

•della conica.
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Ora, r asse OF della conica C a cm appai-tiene an

fuoco F (poiche F e in-

terne) deve segare la co-

rnea in due punti A, A',

(vertici), e quindi. se la

conica stessa e an’ iper-

bole, deve essere 1’ asse

principale (§ 70)

Condaciamo rispetti-

vamente in A, A' le tan-

gent! t, V alia conica. perpendicolari all’ asse AA!

.

Proiettando da an puiito della AA! i punti d’ incontro

di I, i' con un’altra tangente della C, si ottengono sempre

due rette coniugate (§ 60, teoiema a destra) giacche AA'

e la polare del panto all’ infinite 1

1

'
,

in particolare la

proprieta enanciata sassiste ancora se le nominate inter-

sezioni di 1.
1'

con ana diversa tangente di C, xengono

proiettate da F\q. poiche F e an I'uoco, i raggi proiettanti

debbono in tal caso essere ortogonali. Dunque da an fuoco

posto sail’ asse AA! di C, si vede sotto angolo retto il

segmento (finite) intercetto sopra una qualanqae tangente

di C (diversa da t, i') dalle t, t'.

Viceversa, tale proprieta serve a caratterizzare il faoco,

giacche an panto dell’ asse A A' dal quale si veda sotto

angolo retto il segmento finite intercetto sopra ana tan-

gente da t, t', e an panto pel quale passano due coppie

di raggi coniugati ortogonali
, onde 1’ involuzione dei

raggi coniugati per esso e quellS degli angoli retti.

Ci6 posto, distinguiamo i dae casi dell’ ellisse e

deir iperbole

:

a) La conica C sia an’ ellisse : sieno AA', BB' le

due coppie di vertici, sezioni di essa cogli assi. Suppon-

gasi che il segmento A A' sia maggiore di BB", e si conduca

in B' la tangente all’ ellisse (perpendicolare a SB') ad

inconti’are t, t' rispettivamente in H, H'. Il cerchio di
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diameti'o HH'
incontra I’asse AA' in due punti F,F',

da ciascuno dei quali si vede sotto angolo retto il seg-

mento H H'

.

questi due punti

(e non altri punti dell’asse AA')

sono fuochi deir ellisse C. Se

si ripete la costruzione scam-

biando gli assi AA'
, BB', si

stabilisce la non esistenza di

fuochi suir asse BB'. perche ^

il cii'colo analogo a quello con-

siderate innanzi, su cui essi dovi’ebbero tro\arsi, non sega

r asse BB'. Inflne se le lunghezze dei segmenti AA'. BB',

sono uguali (caso del cerchio, § 70) si ottiene un solo

fuoco comune ai due assi, ossia la ellisse ha un fuoco nel

Centro (cfr. § 59).

Resta dunque stabilito che, eccepito il caso del circolo,

r ellisse ha due fuochi apparteneiiti all’ asse maggiore (o

principale).

Inoltre il procedimento indicate fornisce la costruzione

del fuochi deir ellisse.

Indicando con 2 a, 2h le lunghezze dei due assi,

si ha che i fuochi dell’ ellisse sono i punti dell’ asse prin-

cipale simmetrici rispetto al centre e distanti da esso

di c = y — 6* (vedi figura).

V) La conica C sia un’ iperbole ; sieno A, A! i suoi

1 ertici, e t, t' le ri-

spettive tangenti in

essi. I due asmtoti

sono segati dalle

tangenti t, t' in due

coppie di punti HE',

KK '
; e queste sono

le coppie di vertici

opposti di un ret-

tangolo che ha per mediane gli assi. Ora un fuoco del-
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1’ iperbolo, supposto esistents, e caratterizzato dal fatto di

essere un punto dell’ asse AA' da cui si vede sotto angolo

retto il segmeuto HH' {o KK'); esistono dunque per

I’iperbole C due fuocbi sull’ asse trasverso A A', e si

costruiscono come seziom dell’ asse slesso col cerchio cir-

coscritto al rettangolo HKK'H\ cerchio avente il centro

nel centro 0 dell’ iperbole.

Se 2a, 2h sono rispettivameute le lunghezze AA' del-

I’asse principale (trasverso), e dell’asse ideale (§'70)- 1 fuochi

disteranno dunque dal centro della lunghezza u=Yi?+^-
Le lunghezze 2 a, 2 b dei due assi essendo uguali

per r iperbole equilatera, in tal caso i due fuochi diste-

ranno dal centro di c—\''2.a.

Riassumendo, possiamo enunciare il

Teorema — In iina cornea a centro avenie le lun-

ghezze degli assi 2 a, 2 b, esistono due fuochi posti sul-

l’ asse principale e distanti dal centro di Ir, dove

il segno supenore vale per V iperbole, ed il segno infe-

riore per V ellisse. Quando a= h I’ ellisse si riduce ad

un cerchio, ed i fuochi vengono a comcidere nel suo

centro.

Questo teorema racchiude la piu semplice costruzione-

del fuochi.

Il ragionamento che ha servito alia ricerca dei fuochi

per le coniche a centro, ci ha anche mostrata la seguenle

propriety caratteristica di essi, di cui abbiamo fatto uso:

Lata una conioa a centro, il segmeuto miercetto

sopra una tangente qualunguedi essa dalle tangenti'nei

vertici dell’ asse principale, d veduto da un fuoco sotto

angolo retto.

Rivolgiamoci ora a cercare se esistono fuochi nella

parabola. Dimostreremo che ne esiste uno, e vedremo

come esso possa determinarsi.

Come per le coniche a centro, si prova che se la

parabola ha un fuoco F, questo appai'tiene all’ asse ed e
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interno alia parabola; inoltre da F deve vedersi sotto

angolo retto il segmento EH'oo di

una qualsiasi tangente , mtercetto
-f;

dalla tangente t nel vertice, e dalla

retta all’ indnito (tangente t' nel

vertice all’infinito della conica).

Viceversa, una tale propriety

caratterizza il fuoco della parabola.

Ora, SI consideri una qualunque

tangente propria della parabola di-

versa da t\ questa segherk la t in un punto propino E. La

perpendicolare ad EM in E incontrerk 1’ asse della para-

bola in un punto proprio F.

Il punto F cosi determinato e un fuoco, percbb da

esso escono due coppie di raggi coniugati ortogonali

:

r asse e la sua perpendicolare , la retta FE e la paral-

lela ad EM, Viceversa, per ci6 che h stato detto innanzi,

non vi sono altri fuochi della parabola, oltre F
Si conclude il

Teorema : La parabola ha un fuoco che d un punto

mterno dell’ asse.

Il fuoco della parabola si costruisce nel modo pre-

cedentemente indicato, che ha servito a determinarlo

Il raggio proiettante dal fuoco della parabola I’ in-

lersezicme della tangente nel veviice con un’ altra tangente

(propria), d se7npre perpendicolare a qiiesta (ultima)

tangente.

§ 78. Direttrici. Propriet^l focali angolari. — Per lo

studio delle propriety, (focali) inerenti ai fuochi delle

coniche, giova considerare le polari dei fuochi, dette direi-

ii'tci (ciascuna corrispondente ad un fuoco).

L’ellisse e I’iperbole posseggono due direttrici per-

pendicolari all’asse principale ed esterne alia conica; il cer-

chio ha come unica direttrice la retta all’ infinito.
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La parabola possiede una direttrice perpendicolare

air asse.

II puiito d’lntersezione di ciascuna direttrice coll’ asse

prmcipale, insieme al fuoco corrispondente, separa armoni-

camente la coppia del vertici appartenenti all’ asse.

Sui P un punto qnalunque del piano, esterno ad una

data conica, e sieno T, T' i punti di conlatto delle tan-

genti alia conica condotte da P. Sara T T' la polare di P,

quindi il punto Q, mterse-

zione della TT' colla diret-

trice cl polare del fuoco P,

sarii il polo della retta PF,

Ne segue die le rette FP,

FQ uscenti dal fuoco F
saranno conmgate e quindi

perpendicolari i’ra loro

D’altra parte il punto Q
intersezione della retta TT colla PP (polare di Q) e il

coniugato armonico di Q rispetto a T.T\ quindi il gruppo

di F{TT QQ) ottenuTo proiettando da P il gruppo

armonico TT' QQ sara esso pure armonico; ma poiche i

raggi FQ, FQ (=PP) sono ortogonali, gli altn due raggi

FT, FT' saranno ugualmente inclinati sui nominati (g 17)

Si deduce il

Teorema. — Le rette congiimgenti ten fuoco dt

una conica coi punti di contatto di due tangenti, sono

ugualmente inchnate sulla retta che unisce il fuoco al

punto a intersezione delle tangenti

In particolare le tan-

genti ad una conica negli

estremi di una corda pas-

sante per un fuoco, s’lncon-

trano sulla perpendicolare

alia corda nel fuoco.

Si consider! ora un

triangolo circoscritto ad
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una conica, formate da tre tangenti m,n,p di essa, ed

avente come vertici (rispettiramente opposti ai detti lati) i

punti M,N,P. Sieno rispettivamente i punti di

contatto delle tangenti m, n, p colla conica. Se 6 un

fuoco della conica si ha pel teorema precedente:

NFP, =
I
M,FP, N^FP= - M^FN^.

onde NFP= ^ N,FP^.

Di qui SI deduce die , comunque si van la tangeiite m
della conica (diversa da Ji, ^), restando flsse le n, p, 1’ an-

golo sotto cm e visto dal fuoco il segmento intercetto da

n,p su m, resta costante.

Ossia, SI ha il

2° Teorema. — Il segmenio finito interceito sopra

ima tangente vanahle di una conica da dm tangenti

fisse, d visto da un fuoco sotto nn angolo costante, che i

la nietd di uno degh angoli formati dai raggi proiettanti

dal fuoco i punti di contatto delle due tangenti.

Un caso particolare di questo teorema e quello dato

nel paragrafo precedente, ove le due tangenti fisse sono

le tangenti nei vertici dell’ asse prmcipale (una delle quali

e la retta all’ infinite se si tratta d’una parabola)

Ritorniamo al l.° teorema, e supponiamo che uno, T'.

del punti di contatto T, T. delle

tangenti ivi considerate, sia un

vertice della conica sull’ asse

pnncipale. Conservando le no-

tazioni ivi poste, sara la retta

PF una bisettrice delT angolo

TFT'. Se (supponendo la conica

a centre e non un cerchio) si considera I’altro fuoco F',

sard ancora F' P una bisettrice delT angolo TF'T'.



298

Ora siccome il punto P si trova sulle bisettrici degli

angoli TF'T e TFT esso dista ugualmente dalle tre

rette TF, TF\FT\ segue che la retta FT biseca uno

degli angoli FTF'. La retta TP essendo la tangente in

T alia conica, si conclude il

3.^ Teorema. — Data itna conica a centra , let tan'-

gente in nn pimto biseca tino degli angoli formati dai

raggi proieitanti dai fnochi il detto punto ( si puo dire

che la cosa vale anche per il circolo ove ogni tangente

e ortogonale al raggio che va al punto di contatto).

OssERYAZiONE. — La tangente in un punto alia conica

l)iseca Tangolo esterno dei raggi proiettanti il punto dai

fuoclii, considerando come angolo interno di essi quello

che Sega sull’asse principale il segmento FF' interno alia

conica. tale segmento interno e finite nel caso deU’ellisse.

infinite per Tiperbole.

Se nel L° teorema applicato alia parabola si suppone

che uno, T, dei punti di contatto delle tangenti ivi con-

siderate, sia air infinite, si deduce il seguente:

4.® Teorema. — Data unapa-

rabola, la tangente in nn punto

biseca nno degli angoli fovmati

dal raggio che imisce il fuoco al

punto e dal diametro passante

per tl punto stesso,

OssERVAZiONE. — La tangente

in T alia parabola e bisettrice

deir angolo esterno formato dalle

nominate rette, considerando come

angolo interno di esse quello che sega sull’ asse il segmento

FToo interno alia parabola.

§ 79. Proprietit focali segmentarie. — Abbiamo fin qui

esaminato le propriety focali angolari, cioe quelle che

esprimono relazioni d’ angoli; esaminiamo ora le propriety

focali segmentarie.
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II segmento finito che unisce un punto proprio d’una

cornea ad un fuoco si suole designare col nome di raggio

focale 0 veitore del punto.

Sopra una conica, prendiamo due punti ad arbitria

r, T' e congiungiamoli con un fuoco F. Risulia dalla

dimostrazione del 2.® teorema (del paragrafo precedente)

che la retta FQ congiungente il fuoco F col punto comune

alia corrispondente direttrice d e alia retta TT' 6 una

bisettrice dell’angolo TFT';

qumdi (per una nota pro- y.

prieth elementare)

FT: FT'— TQ : TQ.

Ora consideriamo per T.T y
nspettivamente le perpendi-

colari TTJ, TV alia retta cL

Si avrh : Q

e quindi

TQ : rQ=TU: TV,

FT : FT = TU : TV
ossia

TF : TU = TF : TU.

Esprimendo in parole tale relazione si ha il

6.^ Teorema.— Le dhtanze d*un punto di una oonica

da un fuoco e dalla corrispondente direttrice sono in

rapporto costante.

Questo rapporto e quello secondo il quale un vei'tice

della conica divide il segmento delTasse compreso ti^a il

fuoco e la corrispondente direttrice.

Nelle coniche a centre tale rapporto relative ad un

fuoco ed alia direttrice sua polare, uguaglia il rapporto

relative all’ altro fuoco ed alia corrispondente direttrice

,

per la simmetria della conica rispetto alT asse non prin-

cipale.

Il nominato i^apporto si designa con e e si chiama

ecceniricitd della conica.
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Se si tratta di una conica a centi-o, ed a e la semi-

lunghezza dell’ asse

prmcipaie, h la semi-

lunghezza dell’ altro

asse, la distanza dei

luoclii dal centre e

(§77):c= A^^^^.
dove il segno — vale

per I’ellisse ed il se-

gno -h per r iperbole.

Allora dico che 1’ eccentricita e-

a a

Per dimosti'arlo nferiamoci, p. e. ,
alia ellisse indicata

nella flgura. Allora si lia (considerando i segmenti in valore

assoluto) e —
Ora OA = a, OF^ c, FA = OA — OF= a — c:

d’ altra parte (poiche il gimppo AAiFF 6 armonico)

OD — -: onde DA= OI)—OA= - — a= - {a~c).
c c c

quindi g = ^.

La cosa si dimostra nello

stesso modo per 1’ iperbole trat-

tandosi di segmenti presi in valore

assoluto.

Nella parabola 1’ eccentricita

b uguale ad 1 , vale a dire die

ogni punto della parabola e equidi-

stante dal fuoco e dalla direttrice

:

ci6 segue dal fatto che il vertice della parabola 6 il punto

medio del segmento dell’ asse compreso tra il fuoco e la

direttrice (coniugato armonico del punto all’ inflmto del-

1’ asse).



Si puo dunque enunciare il

6“ Teorema. — L’ eccentricitd di una cornea i:
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per I elhsse q — -—^ < 1 ,

per la parabola e = 1,

per V iperbole e — ;> 1,

OssERVAZiONE. — L’eccentl’icitb. di un cei’chio e nulla.

Si consider! una co-

nica a centre di eccentri- V

citii e, di cui F, F' sieno i

fuochi, e r un punto qua-

lunque. Sieno 27, V i piedi

delle perpendicolari con- g
dotte da T sulle direttrici

<1, d', polar! di F, F'. Si avrii

:

_ TF_T^
^ — -TU~ TV'

qu!ndi (per un noto teorema sulle proporzloni)

^
TF TF' TF— TF'

.

^ “ TV^TY ~ TU— TV'

ora, (intendendo di prendere i valor! assoluti de! segment!

indicat!) si ha che nell’ elhsse h costante la somma TU-k-TV,

d!stanza delle due direttrici; invece nell’ iperbole e costante

la difFerenza TU— TV, che esprime in questo caso la

distanza delle due direttrici.

Dunque si ha il

7.® Teorema. — La somma dei raggi focali di un

punto qualunque d’ una ellisse d costante ed uguede alia

lunghesza delV asse princtpale ( somma dei raggi focali

di un vertice).



302

La dtfferenza dei rouggi focali di un punio qiici-

lunque di una iperlole i costante, ed uguale alia lun-

ghezza dell’ asse prmcipale

Queste proprieta delle coniche a centro non hanno

riscontro in una propriety analoga della parabola.

Sussiste invece soltanto per la parabola il seguente:

8 ® Teorema. — Le tangenii alia parabola uscenii

da un qualunque punio della direttrice sono perpendi-

colari fra loro.

Sieno H, K i due punti di contatto delle langeati

condotte ad una parabola da un

punto M della direttrice d. Tali

punti sono estreini d’ una corda

passante pel fuoco F, perpendi-

colare alia retta FM. Sieno poi

H', K' 1 piedi delle perpeudicolari

condotte rispettivamente daJTjliT

su d. I triangoli rettangoli MH'M,

EFM sono uguali perche (pel 5 ° e G.'* teorema) HH'=IIF,

quindi I’angolo HMF=HMH\ e similmente FMK=KMK’\

sicche IIMF= g. c.d.d

§ 80. Costruzioni relative ai fuoclii. — I teoremi die

abbiamo stabilito, concernenti i fuochi delle coniche, ren-

dono piu agevoli incite costruzioni relative ad esse. Ad

esempio, si possono usare i teoremi 3.° e 4.° del § 78 per

costruire la tangente in un punto ad una data coiiica a

centro, di cui si conoscono i fuoclii,

0 ad una parabola di cui si Qonosce

il fuoco e la direzione dei diametri

Note un fuoco F, la corrispon-

dente direttrice e T eccentricitk e

di una conica, si pub costruire per e=^

punti la conica, conducendo tante
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parallele alia d (in modo che riescano secanti) e segaudo

ciascuna di esse col cerchio di centre F il cui raggio sta

nel rapporto e alia distanza della retta da (5 ^ teor., § 79).

Dato un fuoco F e due tangenti a, coi relatni

punti di contatto B. la conica puo costruirsi per tan-

genti, congiungendo i punti di a, h il cui segmento e visto

da F sotto r angolo
^
AFB (2.® teor., § 78), ecc.

In particolare si possono notare le seguenti costru-

zioni relative alia parabola.

Dato il fuoco e la direttrice d di una parabola,

SI possono determinare facilmente le

intersezioni di essa con una retta r

pel fuoco. Invero, si determmino le

bisetlrici degli angoli di r coll* asse, (J

e per i punti d’lntersezione di queste

con d SI conducano le perpendicolari

a d\ esse incontreranno r nei punti

cercati (cfr. il 5.^ e 6 ° teorema del

precedente §).

Si pu6 costruire la parabola per tangenti, noto il

fuoco F ed il vei'tice V, quindi la tangente t in F, nor-
male all’ asse VF.

Per i punti ^ di ^ si conducano
le perpendicolari ai raggi F II\ si

avranno cosi tante tangenti della

parabola (§ 77).

Se dunque si vogliono condurre
le tangenti alia parabola per un punto

esterno P, esse potranno costruirsi,

determinandone le intersezioni con
if, che sono i punti comuni a ^ ed al cerchio di dia-

metro PF.



CAPITOLO XIII

* Le propriety metriche dei eoui quadric!

.

§ 81. Gli assi tlei coni quadrici. — Le proprieta gra-

fiche dei coni quadnci si ottengono subito, per dnalita o

per proiezione, da quelle delle coniche, e si possono qui

riguardare come note. II cono quadrico e definito come

fondamentale per una polarity non uniforme della stella.

Esso pu6 riguardarsi come cmo-luogo di rette, o come co7io-

i^iviluppo di piani ed ammette corrispondentemente due

generazioni con fasci proiettivi di piani o di raggi (non

prospettivi) , ecc.

Abbiamo gia avvertito (§ 56) che il cono quadrico

puo riguardarsi come una superftcie di punti, correlati-

vamente alia concezione di una conica come insieme di

piani tangenti.

Sotto questo aspetto si presentaiio alcune proprieta,

di cui non abbiamo avuto occasione di notare le corre-

lative, perche nello studio delle coniclie siamo nmasti

nel piano-

Dato un cono ed un punto A. diverse dal suo ver-

tice 0, si dir^ piano pola^^e del pxinto A , il piano polare

del raggio OA nella stella 0,
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I piani polari dei punti di una retta a non passante

per 0, formano un fascio il cui asse a! passa per 0\

a! dicesi la retta polare dt a. II piano Oa e il piano

polare di a'. Quindi la a' contiene i poli di a rispedo

alle coniche sezioni coi piani per essa.

Se a passa pel vertice 0. la sua polare riesce inde-

terminata, perche tutti i punti di a hanno lo stesso piano

polare rispetto al cono ;
ogni retta di questo piano pud

riguardarsi come polare di a

Due punti dello spazio si dicono connigati rispetto

al cono, se il piano polare dell’uno passa per I’altro.

Due punti coiiiugati rispetto ad una conica, sezione-

piana del cono, sono aiiche coniugati rispetto al cono.

Sopra una retta a, non passante pel vertice del cono,

SI ha una inwluzione di punti conmgati rispetto al cono:

questa e anche 1’ involuzione di punti coniugati determi-

nata sulla retta a da una cornea qualsiasi, sezione del cono

con un piano per a.

Dopo CIO passiamo a guardare i coni quadrici sotto

r aspetto metrico. e cominciamo percid a distinguere i

com propriamente detti. col vertice proprio, dai cihndri.

che hanno il vertice improprio.

Riferiamoci dapprima ai coni, escludendo per ora i

cilindri dalle successive considerazioni.

Abbianio notato che i poll d’una retta, non passante

pel vertice d’ un cono quadrico, rispetto alle coniche

segate dai piani per la retta, sono sulla polare di questa;

dunque si ha in particolare;

Tina retta pel vertice d’ un cono quadrico, contiene

tutti i centri delle coniche, sezioni dei piani paralleli at

piano polare della retta.

Una retta pel vertice d’un cono, che sia perpendi-

colare al proprio piano polare, dicesi un asse del cono.

Tin asse di un cono quadrico contiene i cenin di

tutte le coniche sezioni coi piani perpendicolari ad esso
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Qli assi di un com qimlrico sono assi di simmeina

di 6SS0 ; ciop insieiue ad un punto del cono sta sul cono

anche il suo simmetrico rispetto ad un asse.

Gli assi di un cono sono le rette pel vertice aventi

lo stesso piano polai-e nspelto al cono e rispetto alia

polarita ortogonale della stella (§ 54). Per comodita di

ragionamento seghiamo la stella con un piano non pas-

sante pel t ertice, e scegliamo come piano secante il piano

airinflnito. la ricerca degli assi del cono si riduce cosi

alia ricerca dei punti del piano improprio, che haniio la

stesba polare rispetto alia conica K sezione del cono e

alia polarita assoluta che e una particolare polaritii

uniforme (§ 54).

Iiidicata con T la polarita rnspetto a K, i punti aventi

la stessa polare in tt, T, sono i punti uniti dell’omografia

prodotto Tr,, ossia i punti uniti dell’omografia in cui .si

corrispondono i poll d’una retta rispetto a it, J'.

Si debbono distinguere due casi

:

l.° L’ omografia Tr. 6 una omologia. Allora il

centre d’ omologia P ha come polare in it, T, una retta, p,

unita per 1’ omologia ; e poiche p non appartiene a P ,

essendo z uniforme, la ^ .sara I’asse dell’ omologia. Su

questo asse le polarita it, T determinano la medesima

mvoluzione di punti coniugati.

Ora, nel nostro caso, si avra sull’ asse p dell’ omo-

logia Ttz, una mvoluzione di punti coniugati rispetto al

cono. che coinciderh colla mvoluzione assoluta di ogni

piano per la retta impropria p. Dunque le sezioni del

cono coi piani parallel! contenenti p (non passanti pel

vertice), sono circoli (§ 59). I centri di quest! circoli

stanno sopra la polare di p, che passa per P e quindi e

un asse del cono, ortogonale ai piani secanti. In conse-

guenza il cono si puo considerare come un cono di rota-

zione attorno a questo a.sse (§ 56).
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2.® L’ omografia T'k non e un’ omologia. Vi e sempre

^Imeno un punto unito di essa, P, aveiite la stessa polare p
rispetto a tt, Su p le due involuzioni di punti coniu-

gati rispetto a tc, non coincidono; ma una almeno di

queste involuzioni (quella rispetto a tc) e ellittica, quindi

(§ 37) esse hanno una coppia comune RS. I punti P,R,S sono

i punti uniti dell’ omografla Ttz, vertici A.' un triangolo

coniugato, comune alle due polarita tu, T, Proiettando P,R,S,

dal vertice del cono, si hanno dunque to^e assi, due a due

ortogonali. Si conclude.

Un cono quadrico ha tre assi, due a due ortogonali,

oppure d un cono di rotazione, ed in quesf ultimo caso

possiede infimti assi costituenti un fascio e la perpen-

dicolare ad esso,

Escluso il caso del cono di rotazione, consideriamo i

tre assi a^ &, c d’ un cono quadrico. Poiche essi sono gli

spigoli d’un triedro coniugato, iino di essi, p. e. a, sara

interno al cono, e gli altri due esterni (§ 57). il primo

verra denoininato asse princijjale.

. Le sezioni piane ortogonali all’ asse principale a sono

ellissi tutte simili fra loro (perclie appartengono a piani

prospettiYi paralleli), i loro assi sono parallel! ai due assi &, c

del cono. Le sezioni piane ortogonali ad un asse non prin-

cipale sono iperbole coll’ asse trasverso parallelo all’ asse

principale del cono, ecc.

I tre piani ortogonali determinati dagli assi due a due

sono piani di simmetria del cono quadrico, cioe insieme

ad un punto appartiene al cono anche il suo simmetiuco

rispetto a ciascuno dei piani nominati.

OssERVAZiONE. — Guardaiido soltanto al contenuto

graflco delle considerazioni precedent!
,
esse appariscono

dirette a trattare un caso del problema seguente:

« Date, in un piano, due polarita, determinare i punti

4el piano che hanno la stessa polare rispetto ad esse ».
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Questo probleina (ove non nesca indeterminato) e del

3.° grado. Si possono discutere, per esercizio, i van casi

cui esso da luogo. supponeiido anibedue le polaritk uniforroi

0 ambedue dotate di coiiica foiidanientalej quest ultima

ipotesi conduce ad un’anahsi piu miiiuta.

§ 82. Sezioni circolari e rette focali del couo quadrico.

— Cerchiamo in generale se fra le sezioni piane (proprie)

d’un coiio quadrico vi sieno dei circoli.

Anzitutto SI vede che, se un piano sega un cono

secondo un circolo, lo stesso avviene di ogni piano paral-

lelo, giacche la propneta carattenstica perche un piano

seghi un cono secondo un circolo, e che 1’ involuzione di

punti coniugati sulla retta all’infinito del piano sia I’liivolu-

zione assoluta (in cui si coriispondono le direzioni ortogo-

iiali apparteiienti alia giacitura). Si tratta dunque di trovare

le rette all’ inflnito, sopra le quah si ha come involuzione

di punti coniugati rispetto al cono, 1’ involuzione assoluta.

In altre parole si tratta di trovare, nel piano all’in-

fiiiito, le rette sopra le quali la conica K sezione del

cono. e la polarita assoluta n, subordinano la medesima

involuzione di punti coniugati

Indichiamo ancora con T la polarita rispetto alia

conica K (nel piano all’ inflnito).

Se r omografla prodotto T'ti e un’ omologia (cioe se

il cono e di rotazione), I’asse p dell’ omologia e appunto,

come si e notato, una retta sostegno della stessa involuzione

di punti coniugati in tc e in T. Dico che, in tal caso, non vi

sono altre rette dotate di questa propriety. Infatti, si con-

sideri un punto qualunque A del

piano, fuori di P, j? ; esso ha due

polari distinte rispetto a 7t, P, le

quali s’incontrano in zm punto co-

niugato di A; ma queste due polari

si corrispondono nell’omologia Tv:
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8 p8r6 s’ incontrano su p. Ora, data una retta a, i punti

(diversi dal punto P e dal punto pa) che sono coniu-

gati ai punti di essa contemporaneamente rispetto a u, T,

sono su p, e quiiidi non possono stare su a, se non e a^p.
Si escluda il caso in cui la Tv: sia un’ omologia.

Essa lia allora (come sappiamo) tre punti uniti A,B,C,
che sono i punti all’ infinite degli assi del cono.

I lati del triangolo ABC non sono sostegno d’ una

stessa involuzione in it, T.

Ogni punto diverse da A, B, C ha due polari distinte

rispetto a It, r, e percio vi e punto coniugato ad esso

in ambedue le polarita. Si consi-

deri una qualsiasi retta p diversa ?

dai lati del triangolo ABC. Essa

ha due poll P, F, distinti, nelle due

polarith. Ogni punto di p (diverse
'

da A, B, C) ammette come punto coniugato m it, T, I’ln-

tersezione delle due polari
;
queste polari, variando il punto

su p, descrivoiio due fasci proiettivi coi centri P, F.

I detti lasci sono prospettivi, se la retta PF ha lo

stesso polo rispetto a it, P. questo polo e allora su p,
ed e uno dei punti A , B, C. Escluso tale caso, i detti

fasci non sono prospettivi, quindi generano una conica,

che e il luogo dei punti coniugati dei punti di p, tanto

in It che in T.

Dunque, data una retta p, diversa dai lati del trian-

golo ABC, i punti coniugati dei punti di p, tanto in it

che in T, costituiscono una conica o una coppia di rette,

che diremo luogo cornspondenle a p. Avviene il 1° di

quest! casi o il 2®, secondoche p non passa per A,B,C,

0 air opposto passa per uno di questi tre punti. Se p deve

essere sostegno della stessa involuzione di punti coniugati

in It, T, essa deve far parte del luogo corrispondente, e

percib deve passare per uno dei punti A, B, C.
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Si coiisideri ora una (jualsiasi retta p pel punto A,

(liversa dalle AB, AC, & sia P il

punto in cui essa incontra la BC.

II punto P lia rispettivamente in

n, r, due punti coniugati PuP,,

che souo 1 poll di p rispetto

& TZ. T
II luogo corrispondente a p

e allora costituito dalla retta

BC ^ PiPo) polare dal punto A, e dall’asse di prospetti-

vitd p' dei due fasci P. P^, descntti dalle polari (rispet-

tivameute in tc, T) dei punti dijn (diversi da A) La retta

passa per A, giacch^ P, A, sono due punti coniugati tanto

in Tc che in T,

Variando p per A, varia passando sempre per A;

alia retta AB -viene a corrispondere la At? (polare di B),

L

e viceversa.

Ora consideriamo la corrispondenza (non identica)

cost ottenuta tra le rette p, p'

,

nel fascio A
,
e dimostriamo

die essa 6 proiettiva. Siccome il legame che deflnisce la rela-

zione tra p.p', e reciproco, cosi restera dimostrato che le

coppie pp', si coiTispondono in una involuzione del fascio.

Per fare la diniostrazione accennata, prendianio una

retta r per P, diversa da

PA, P<7, e costruiamo la

retta r'
,

luogo dei punti

che sono coniugati dei punti

di }•, cosi nella polarith iz

come nella T. Due rette p,p',

corrispondenti nel fascio A, segano rispettivamente le r, r\

in punti coniugati ; ma siccome la corrispondenza tra le

coppie di punti coniugati su r, r' h una proiettivita (§ 60),

anche la corrispondenza intercedente fra le coppie di rette

p, p', pel punto A ,
sarh una proiettiYith, e quindi una

involuzione, c. d. d.
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Reldtivaniente ai fasci B e C, si possoiio istituire

analoghe considerazioni. Si avranno cosi, nei fasci A,B,C\

tre iiiYoluzioni 7a, In, Ic-

I lati del tnangolo ABC, per ciascun vertice, costi-

tuiscono una coppia della involuzione. L’ involuzione stessa

sara quindi ellittica o iperbolica, secondocbe due rette

coniugate m essa separeraiino o no i lati del triangolo ABC,
passanti pel loro punto comune.

In base a tale osservazione vediamo cosa possa dirsi

intorno al sense di queste involuzioni.

Riferiamoci per ci6 a quelle considerazioni sui tnan-

goli. che abbiamo inlrodolte nel § 53.

Sia P un puiito del piano, fuori dei lati del triangolo

ABC, appartenente quiudi ad una delle quattro regioni

triangolari del piano definite dal triangolo ABC. q si

design! con P' il punto coniugato ad esso rispetto n. P(inter-

sezione delle due polari di P).

II punto P cadra fuon della

regione triangolare P.ABC,
poiche la polare di P iispetto

a II e certo esterua ad essa re-

gione, essendo la tc una polarity

uniforme.

Ora i punti P, P', vengono proiettati dai punti A, B,C,

secondo coppie di relte, coniugate rispettivamente nelle

iiiYoluzioni 7a, 1b, lo- Ma, di queste coppie, due separe-

ranno i lati del triangolo ABC passanti pel loro punto

comune, ed una no, in conseguenza, delle tre involuzioni

I\, Ib, lo, una sar^ iperbolica e due saranno ellittiche.

Si deduce che esistono due rette del piano, passanti

per uuo dei vertici del triangolo A B C, {e precisamente

per uno dei due vertici esterni & K — § 69) che sono

sostegno della stessa involuzione (ellittica) di punti coniu-

gati nelle polarith tz, T.



yi2

Hicordando il siguiflcato delle polanta 'iu
, T, die sono

rispettivanaeale la polantii assoluta, e la polarita rispetlo

alia cotiica, sezione del cono col piano all’ infinite, si

deduce

:

Vn cono quadrico, die non sta un cono di rofasione,

ammetie due fasci impropn di ptani di sezione circolare;

e puo liuindi riguardarsi senopre come un cono circolare

olihquo (§ 56)

Fn cono di rolazwne ammeiie come sezioni picme

circolam soUanio quelle fatle coi piani ortogonah all’ asse

di l•()lflz^one

In un cono quadrico, die non sia di rotazione, i

piani di sezione circolare sono paralleli a due ptam

(ciolici) passanti per un asse non princtpale.

Ciascuu piano ciclico gode della proprietti cavatte-

ristica di contenere come involuzione di rette coniugate

I’inroluzione degli angoli retti. I piaiii ciclici d’un cono

quadrico presentano dunque una analogia coi fuochi delle

coiiiche.

Ma, ai fuochi delle coniche fan no anche riscontro,

per un cono quadrico, due rette pel Tertice die diconsi

rette focab. Una retta focale pn6 deflnirsi come I’asse

di un fascio di piani nel quale I’lnvoluzione dei piaiii

coniugati e qiiella degli angoli retti. Da questa definizione

segue subito che:

Segando un cono quadrico coi piani (non passanli

pel vertice) ortogonali ad una retta focale, si ottengono

coniche che hanno un fuooo sulla nonunata retta focale.

La determmazione delle rette focali di un cono qua-

drico costituisce un problema correlative alia determina-

zione dei piani ciclici. Infatti le rette focali corrispondono

ai puiiti del piano all’infinito, che sono centri di fasci,

nei quali 1’ involuzione delle rette coniugate rispetto alia

conica C, sezione del cono, e anche 1’ involuzione delle

rette coniugate rispetto alia polantii assoluta n.
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Possiamo dunque coneludere die:

Un cono qnadnco, non di rotazione, posstede due

rette focali poste m tmo dei di simmelrio, per

I’ asse principale.

Un cono di rotazione possiede ima sola retta focale,

che i V asse di rotazione.

OssERVAZioNE. — Guai’dando il loro conteiiuto graflco,

le considerazioni che ci hanno coiidotto alia detemina-

zione delle sezioni circolari di un cono quadrico. o cor-

relativamente a quella delle relte focali , appariscono

relative al problema generale seguente:

« Date, in un piano, due polarita. determinare le

rette, su cui viene subordinata la stessa involuzione di

punti comugati, o i I'asci di raggi, in cui si lia la stessa

involuzione di rette comugate

Questo problema viene risoluto nel caso in cui una

delle due polarith e uiiiforme e 1’ altra e dotata di conica

fondamentale. Sono interessanti 'gli altri due casi (di cui

si pu6 fare la discussioiie per esercizio) : soprattutto il

caso in cm si abbiano due coniche fondamentali, che con-

duce alia questione generale relativa alle interseziom

e alle tangenU comum di due coniche.

§ 83 Asse e rette focali del ciliudxo quadrico. — I coni

quadrici col vertice all’inflaito sono stati denominati cilin-

dri (quadrici). Un cihndro e dunque il luogo delle rette

parallele ad una data, condotte pei punti d’ una conica.

Ogni piano non parallelo alle generatrici d’un cilmdro

lo sega secondo una conica. Questa e una ellisse, una

iperbole o una parabola, secondoche il piano all’infinito

e esterno, secante o tangente rispetto al cilmdro; corri-

spondentemente il eilindro dices! : elhthco, tperboltco,

parabolico.

Nella Stella impropria col centro nel vertice (all’in-

fliiito) del eilindro, vi e una polarita rispetto a cm il cilin-
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tiro e fondamentalo. II piano airinfinito ha come polare una

reita che dicesi ciss& del cilindvo. Questo asse e una retta

propria pel cilindro ellittico ed iperbolico ,
impropria pel

cilinrlro parabolico.

La cornea sezione cV tm cihndro,no7t parabolico, con

un giialunqiie piano, che non sia parallelo alle genera-

trici, ha il centra snlV asse,

Tiitte le sezioni plane di un cilindro parabolico sono

parabolCi il cui punto alV infimto e sulla generatrice

alV infinito (asse) del cilindro,

Intatti, la retta all’ mfimto del piano secante e la

polare del punto d’ intersezione del piano stesso coll’ asse,

rispetto alia coiiica sezione.

Considenamo i cilindri aventi asse proprio, cioe esclu-

diamo, per il momento, i cilindri parabolici

Vi e una involuzione di piani comugati per I’asse a

del ciliudro, la quale possiede una coppia (almeno) di

piani comugati ortogonali a, ? Segando il cilindro con un

piano ortogonale ad uno del due piani a, si ottiene

una conica die ha come (diametri coniugati ortogonali ossia

come) assi le intersezioni del piano con a, p. In conse-

guenza i due piani a, p sono piani di simmeiria pel ci-

lindro, cioe se un punto e sul cilindro, vi e anche il sim-

metrico del punto rispetto ad a, p. Se tutti i piani per a

sono ortogonali ai comugati, le seziom plane del cilindro

ortogonali all’ asse sono circoli, ed il cilindro pu6 quindi

ritenersi generato dalla rotazione d’una sua generatrice

attorno all’ asse; allora esso dicesi cilindro di rotazione

0 cilindro circolare retto

Concludiamo

.

Un cilindro, non parabolico e non di rotazione,

ammette due piani di simmetria ortogonali per V asse,

1 qiiali oontengono gli assi di tutte le coniche sezioni

del cilindro coi piani perpendicolari, Il cilindro di rota-

zione ha tutti i piani per V asse come piam di simmeiria

ed d caratterizzato da questapropriety.
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E poi facile vedere che

:

Un otlindro parabolico ammette un piano di stm-

metria parallelo alls generatrici, contenente tutti gh asst

delle pambole segate da piani ad esso ortogonali.

OssERVAzioNE. — II ciliiidro ammette inoltre come

piani di simmetria quelli ortogonali alle generatrici

Si osservi ancora che il cilindro ammette pure come

assi di simmetria le rette che incontrano ortogonalmente

r asse e giaccioiio in uno dei due piani di simmetria pel

medesimo. Tali rette costituiscono, in generate, due fasci

impropri.

La determinazione delle rette focali del cilindro

(le quali si defliiiscono come per il cono) e molto agevole.

11 cilindro, non pardbolico e non dt roiazione, am-
hnctte due rette focah parellele agli asst, che sono il

luogo dei fuochi delle coniche, sezioni ortogoitah del

cilindro. 11 cilindro di rotazione ammette un’ unica retta

focale che d I’ asse.

11 cilindro parabolieo possiede pure una sola retta

focale, luogo dei fuochi delle pardbole sezioni ortogonali.

Pel cilindro il problema delle rette focali non ha

pill, come pel cono, lo stesso rapporto col la determina-

zioiie delle sezioni circolari.

§ 84. Sezioni circolari del cilindro. — E e^identemente

impossible segare con un piano un cilindro iperbolico o

parabolieo secondo un circolo. Occupiamoci di esaminare

se possono invece ottenersi sezioni piane circolari del

cilindro ellittico.

Anzitutto nel cilindro di rotazione, ed in esso soltanto,

sono sezioni circolari quelle coi piani ortogonali all’ asse.

Non VI sono in esso altre sezioni piane circolari. Infatti,

basta osservare che sopra ogni piano obliquo all’ asse del

cilindro vi sono due punti del cilindro stesso, posti sopra

una perpendicolare all’ asse , la cui distanza dalT intense-
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zion& coir asse (ceniro della conica sezione) e minore di

quella di ogni altro punto della conica -sezione.

Considenamo il cihndro ellittico, non di rotazione

II problema di segarlo secondo un circolo ,
consiste

nel segare con un piano secondo I’lnvoluzione degli angoli

retti, r iiivoluzione dei piani coniugati per I’asse.

In primo luogo, duiique, il piano secanie dovra segare

secondo un angolo retlo il diedro retto dei piani di sim-

nietria oc, passanti per 1’ asse. Perche ci6 avvenga il piano

stesso deve contenere la direzione ortogonale ad uno dei

due piani a, {i

:

infatti la sua retta all’ inflnito deve segare

secondo due punti coniugati nella polaritii assoluta le rette

all’inflnito a, h dei piani a, fi, qiiindi (poiche a, b sono

pure coniugate nella polaritk. as.soluta) deve contenere uno

del due poll A, B delle rette a. b.

Si consider! il diedro di altn due piani coniugati per

I’asse del cihndro. Un piano passante per uno dei punti

air inflnito A, B, e secante ( anclie
)
questo diedro secondo

1111 angolo retto, sega 1’ involuzione dei piani coniugati per

r asse, secondo 1’ involuzione degh angoli retti
,
vale a dire

e un piano di sezione circolare del cihndro . e lo stesso

aocade per ogni piano parallelo ad esso. Ora, si indichi no con

ni, n, le rette all’infinito dei piani coniugati, costitueiiti

il nominato diedro; allora i piani di sezione circolare sono

quelh la cui reila all’ inflnito passa per uno dei due

punti A, Bj & sega le rette to, n in punti coniugati

rispetto alia polarita assoluta.

Ma le rette m, n non sono coniugate nella polarita

assoluta (essendo escluso il caso del cihndro di rotazione)

;

per couseguenza se si fa corrispondere a ciascun punto

di TO il coniugato su w, le m, n risultano rifente proiet-

tivaineiite (§ 60), e la proiettivith tra m, n non e una prospet

tivith, perche il punto comune ad esse non e coniugato

di se stesso (essendo la polaritk uniforme). Dunque le

rette che segano to, n in punti coniugati rispetto alia
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polaritii assoluta, inviluppano una conica K di cui le n

con O il vertice del ciliiidro^
che e comune alle rette m,n\
1 punti di contatto il/, iV, di \
m, n con A" sono i coniugati \ X

)j^
di O (

rispettivanaente su di J
esse) nella polaritk assolnta,

quindi stanno sulla retta AB ^\c6
polare di O. E poiche le cop- \m
pie di rette mn^ ab si separano , essendo ellittica T invo-

luzione del piani coniugati per Tasse del cilindro (§37),

anche le coppie di punti AB

,

iTiiV dovranno pui’e sepa-

rarsi. Segue che dei due punti A,B, I’uno e esterno, Taltro

interno alia conica K (§ 69). Per quello esterno passano

due tangenti a K

,

che sono le cercate rette air infinito

dei piani di sezione circolare del cilindro.

Si conclude

.

11 cihndro elhttico , non di rotazione , ammette dice

fasci i77ipi'opri di seziom piane circolari , contenenli

ambedite la direzione perpendtcolare ad iino dei due

piam di simmeiria per V asse.

In altre parole il cilindro (quadrico) ellittico pu6

ritenersi in due modi come un cilindro circolare obhquo.

n cihndro di rotazione aminette come piani di sezione

circolare soltanto i piani ortogonali alV asse.

OssERVAzioNE. — Yogliaiisi le due sezioni pian'e circo-

lari del cihndro ellittico, passanti per un dato punto dell’asse.

Si consideri I’ ellisse sezione del cilindro, con un piano

ortogonale all’ asse ,
ellisse che ha il suo centro sull’asse.

I detti piam di sezione circolare del cilindro passano per uno

degli assi della nominata ellisse. Si osserverh, che questo

asse 6 precisamente V asse maggiore delT ellisse stessa.



CAPITOLO XIV

ProiettiYitii tra forme Ai 3.^ specie.

§ 85. Dejaiiizioni. — Allorche si concepisce lo spazio

due volte, per esempio in momenti dijfferenti ,
si parla di

due spazi

Due spazi si dicono omografici allorche sono riferiti

in modo che ad ogni elemento, punto o piano
,
deir uno

,

corrisponda un elemento, rispettivamente punto o piano,

neir altro , in guisa che ad un punto e ad un piano di uno

spazio die si appartengono, corrispondano sempre, nelPaltro

spazio, un punto e un piano che si appartengono. Si dice

omografia la corrispondenza fra i due spazi. Un esempio

si ha supponendo di effettuare un movimento dello spazio

riguardato come rigido, i jiunti e i piani dei due spazi,

corrispondenti alia posizione finale e alia posizione iniziale

del movimento, risultano riferiti omograficamente.

Una omografia tra due spazi si pu6 riguardare anche

come una corrispondenza biunivoca soltanto fra i punti di

due spazi punteggiati, o soltanto fra i piani di due spazi

di piani.

Sussiste allora la propriety fondamentale che « mentre

un punto si muove in un piano di uno dei due spazi,
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il coiTispondente si muoTe nell’ altro spazio
,
giacendo

sempre in uu piano (omologo al pi'inao) ». Questa proprietii

SI deve considei’are come la proprieta caratteristica ,
che

distingue 1’ omografla dalle altre corrispondenze biunivoche

(non omografiche) che si potrebbero pensare fra due spazi

:

corrispondenze nelle quali ai punti d’un piano corrispon-

derebbero i punti d’ una superflcie non piana.

E ovvio fare 1’ osservazione correlativa.

Due spazi si dicono veci'pToci o corrslciti'Di. allorclie

sono I'lfenti in modo che ad un elemento, punto o piano,

dell’uno, cornsponda un elemento, rispettivamente piano

0 punto, neir altro . in guisa che a due elementi
(
punto

e piano) di uno spazio, che si appartengono, corrispondano

sempre, nell’ altro, due elementi (piano e punto) che si

appartengono La corrispondenza intercedente fra due spazi

reciproci dicesi recipt’ocitd o covrelaztone.

La reciprocity si pub anche riguardare come una

corrispondenza biunivoca tra i punti di uno spazio pun-

teggiato e i piani d’ uno spazio di piani, dove ai punti di

un piano (del primo spazio) corrispondono sempre i piani

per un punto (del secondo).

Si abbracciano I’omografia e la reciprocity tra due

spazi, sotto il nome comprensivo di proiettivitd tra due

forme di 3.®' specie.

Si pub dire che:

Due forme di 3.^ specie sono proieitive, allorchi sono

riferite m modo che agli elementi di una forma di 2?-

specie nell’ una corrispondano senvpre gh elementi di

una forma di 2 ^ specie nell’ alira.

Due forme di 3.® specie proiettive ad una terza sono

proiettive fra loro.

Due forme di 3.^ specie ambedue omografiche o

ambedue reciproche ad una terza, sono omografiche.

Due forme di 3.®' specie, di cm 1’ una b omografica e

r altra e reciproca ad una terza, sono reciproche.



320

Queste proposizioni si possono I’accoghere nell’enun-

ciato (cfr. §§ 16, 21)
•

11 prodotto di due proietiimta tra forme di 5.®"

specie ^ ima proiettimtd, ; e precisamente un’ omografia

0 una reciprocity secondochd le proiettimtd componenti

sono della stessa natura o di natura diversa.

OssERVAZiONE — Si confi’onti questo § col § 43.

§ 86. Teoreiiiii fondamentale. — Sieiio 13' due spazi

omograflci. Sia a una retta dello spazio S. Conduciamo

per a due piani a, e sieno i loro omologhi m S'

Ai puiiti della retta a corrispondono in S' punti apparte-

nenti ad a' e a f, cioe punti della retta d = d [s'.

Si ha dunque die;

NelV omografia tra due spazi, at punti di una retta

in lino spazio corrispondono senipre punti d' una retta

(omologa) nelV altro.

E correlativamente : Nell’omografia tra due spazi,

ni piani dell’ uno passanti per una retta, corrispondono

sempre i piani per una retta (omologa) nelV altro.

Viceversa si ha:

Se tra i punti di due Se tra i piani di due

spazi intercede una corn- spazi intercede una corn-

spondenza biunwoca, in cui spondenza biunivoca, in cui

ai punti d’ una retta del- at piani d' una retta del-

V uno corrispondono sem- V uno corrispondono sem-

pre, nelValtro, ipunti d’una pre, nelV altro
,
piani per

retta, la corrispondenza i una retta, la corrispon-

una omografia. denza d una omografia.

Dimostriamo 1’ enuncialo di sinistra.

Per dimostrarlo bisogna far Tedere die ai punti di

uu piano a appartenente ad uno dei due spazi, corrispon-

dono sempre i punti di un piano nell’ altro (confronta il

§ precedente).
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Si indichmo con il, i due spazi. Sia a. un piano

,

p. es . di i], e SI scelgano in esso una retta a ed un

punto A /uon di a. Ad a, A cornispondono m S' nspel-

tivainente una retta a' ed un punto A che non si appai*-

tengono (se A fosse su a', anche il suo omologo A in S
sarebbe su a). Ora ai puuti di una retta giacente nel

piano a e passante per A, corrispondono i punti di una

retta &' per A in S'; e siccome & incontra a, V incon-

trera d (nel punto omologo di ah). Segue che giacerk

nel piano a' 3 A a', proiettante d da A'
,

e siccome h e

una qualsiasi retta per A in a, segue che a tutti i punti

del piano a corrispondono punti del piano a' in S', c. d d.

Ripetendo i ragionamenti precedenti collo scambiare

in uno (solo) dei due spazi S. S', i punti ed 1 piani, si

ottieiie

:

JDaia una reciprocitd tra due spazt, ai punti d’ una

retta delV uno corrispondono nelV altro i piani passanti

per una retta (omologa).

Se tra i punti e i piani di due spazi intercede una

Gorrispondenza hiunivoca, in cm ai punti d’ una retta

dell’ uno cornspondono sempre, nelV altro, i piani per

una retta, la cOrrispondenza d una reciprocitd.

Ossia, nassumendo

:

La proiettivitd, tra due forme di 5.®' specie d una

COrrispondenza hiunivoca, che gode della proprietd, carat-

tenstica di far corrispondere agli elementi di una forma
di !? specie dell’ una, gli elementi di una forma di i.®

specie (omologa} dell’ altra.

Tornando alia considerazione di due spazi omograflei

S, S', facciamo ora la seguente osservazione : Se «, a' sono-

due piani cornspondenti rispettivamente in S
,
S'; tra 1

punti di essi intercede una corrispondenza biunivoca, in cui

ai punti d’ una retta corrispondono 1 punti d’ una retta

,

vale a dire un’ omografla.

81
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Due I’ette omologlie a, o', inspettivamente m 2, S',

possono considerarsi come apparteneiiti a due piani corri-

spondenti omograflci; dunque {§ 44) esse sono proiettive.

Si ha cosi 1’ enunciato ( cui uniamo a destra il cor-

relatuo)

:

Nell’ omografia tra due spazi

due piani omologhi sono due stelle otnologhe sono

omograflci : due punleggiate omografiche; due fasci di

omologlie sono proieitive. piani omologhi sono pro-

lettivi

Inoltre sono proiettim due fasci di raggi omologhi, i

quail si possono considerare come fasci omologhi di due

piani omogi'aflci.

Scambiando pec uno dei due spazi i punti coi piani,

SI ha analogamente

:

Nella reciprocity ira due spazi ,
un piano e una

Stella omologhi sono reciproct . una punteggiaia e un

fascio di piani, o due fasci di raggi omologhi sono

proiettivi.

Ossia, riassumendo'

Se due forme di 3f specie sono proiettive. due

forme di o di 1.^ specie, chc si cornspondono in

esse, sono proiettive.

Questo teorema costituisce il teorema foiidamentale

della proiettivith tra forme di 3.“' specie.

§ 87. Determinazione della proiettivita tra forme di

3.“ specie. — Gli sviluppi di questo § procedono paral-

lelamente a quelli del § 45.

Not vogliamo esaminare la questione relatlTa al mode

di porre 1’ omografia {e la correlazione) tra due spazi.

Si abbiano due spazi S
,
S'. Sieiio a

,
due piani di

S
;

a', P', due piani di S'. Sieno a, a', rispettivamente le

rette (di S, S') determinate dalle dette coppie di piani
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a' = a'P'). Poniamo che tra S, S', interceda una

omografla tz nella quale «, a, e p. si corrispondano.

In questa omografla le rette a, a' si cornspondono
; e tra

i piani a, o', intercede un’ omografla, suhordinata della

data, che si puo chiamare e analogamente tra p, p',

intercede un’ omografla subordinata di t:.

Alla retta a, corrisponde la a' tanto m come in

7tp
;
anzi iTju e 7Ug subordinano tra a ed a' la stessa proiet-

tivita TZg,. Osservato ci6
,

la costruzione dell’ omografla r,

supposta data tra S, S', si puo ndurre alia costruzione delle

omografle plane iZy,,

Impariamo successivamente a costruire 1’ elemento

omologo in it:

1. di un .piano di S non passante per a,

2. di un punto qualsiasi di S fuori di «, p

;

3. di un piano di S passante per a.

1. Sia dato in S un piano p non passante per a\

vediamo come si pu6 costruire il piano p' che gli corri-

sponde in S'.

II piano p sega a, §, secondo due rette m, «, die

s’ incontrano in un punto 0 di a. Le loro omologhe rispet-

tivamente in sono due rette m',n' che s’ incon-

trano nel punto O di a', corrispondente ad 0 in II

jiano p = m' n' e il corrispondente di p in it.
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2. Sia date m S uii punto P fuon di a, p. Condu-

ciamo per esso tre piani Pj , p* , Pj ,
non passanti per a

,

e non appartenenti ad un fascio, questi segheranno a

secondo i tre lati di un triangolo.

Costruiamo i piani p'l, p'^, p'
3 , che cornspondono a

Pj, pj, pg; essi non possono appartenere ad un fascio, perche

segano «' secondo i tre lati di un triangolo. I detti piani

hanno dunque comune un punto P, che e il corrispondente

di P in n.

3 Sia dato un piano t di S per a. Prendiamo su t un

panto P, fuori di a. e, e costraiamone T oniologo P' in S'

;

il piano -r' = a' P e 1’ omologo di P.

Vediamo cosi che, se tra S, S' intercede una omo-

grafla in cui a, a', e % p' si corrispondoiio secondo le

omografie ( subordinanti tra a, a' la stessa pro-

lettivitb, Tta
)
questa omografla 6 determinata dalla costru-

zione precedents.

Ora noi ci poniamo la seguente questions:

Sieno date negli spazi S, S' le coppie di piani a p e «' p':

e tra a, a' e p,
p' rispettivamente due omografie facenti

ugualmente corrispondere alia retta a = ap la a' = a'P', e

stabilenti tra a, a' la medesima proiettivith subordinata %„
Esistera sempre tra S, S' un’ omografla tz, la quale faccia

corrispondere a, a' e p. P', e subordini tra queste coppie di

piani rispettivamente le omografie assegnate itp?

La risposta e affermativa. Infatti noi possiamo porre

tra S, S' una omografla soddisfacente alle date condizioni,

nel modo seguente:

1. Dato un piano p di S non passante per a e segante

a,p rispettivamente secondo le rette m, n (vedi fig. alia

pagina precedente); facciamogli corrispondere il piano p'

determinate dalle rette m', n', corrispondenti ad m, n

rispettivamente in tz^,

2, Dato un qualsiasi punto P di S fuori di a, p, con-

duciamo per P tre piani Pi , Pj , Pg ,
non passanti per a &
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non formanti fascio, e costruiamo i piani
, p\ , p'3 , cor-

rispondenti ad essi colla costruzione 1 ;
questi piani si

segano in un punto P che facciamo cornspondere a P.

II punto P cosl ottenuto viene a dipendere soltanto

da P e non dai piani ausiliari pi , Pj , pg , condotti per P.

Invero, considerando tutti i piani p condotti per P,

e segando con essi a, p, si ha tra ce, p una prospettivita

(di centro P). Ponendo ora tra «, a,', e % P', rispettira-

mente le omografle nasce tra
P',

una omografia;

ma in questa omografia tutti 1 punti di a' (corrispondenti

in ,
Up agli stessi punti di a) sono uniti, dunque (§ 46

)

r omografia stessa h una prospettivith; vale a dire tutti i

piani p' contenenti le coppie mV omologlie di mn (rispet-

tivamente in
,
up) passano per uno stesso punto P'.

Resta cosl provato che la costruzione 2 fa passare

da un punto di IS fuori di a, p ad un determinate punto

di S' e vicev.ersa.

Tale costruzione, applicata ai punti di a 0 di con-

duce pure ai loro omologhi in Up. Si ottiene dunque

fra i punti dei due spazi una corrispondenza biunivoca

subordinante tra a
,
a' e P , P ,

le omografie ,
up. Ed in

questa corrispondenza (per la natura della costruzione), ai

punti d’ un piano in S non passante per a ,
corrispondono

sempre i punti di un piano di S' non passante per a', e

viceversa.

Resta da far vedere che anche ai punti di un piano

passante per a in S, corrispondono i punti di un piano

per o', in S', e viceversa. Per ci6 basta osservare che,

a due punti qualunque di S non posti in un piano per a,

•coi-rispondono sempre in S' due punti non giacenti in un

piano per a', e viceversa; quindi a due punti qualsiansi

di S, posti in un piano per a, debbono corrispondere due

punti di S' in un piano per a' (e viceversa).

Dunque la corrispondenza biunivoca posta tra S, S',

^ un’ omografia.
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Che tale omografla (in cui a, a' e P, P' si corrispon-

dono nspettivamente in sia unica, e gi^ provato

ppecedentemente. Dunque si ha il teorema;

Fm due spazt S, S' esisie un’ omografia determi-

nata, in aui a due piam a, p dell' uno (S) corrispondono

I'ispettivawente due piam a', p' dell’ allTO (S')
,
in modo

che ira a, k' e p, P'
intercedano nspettimmente due onio-

grafie piane assegnate, suhordinanti la stessa proietti-

vitd fm le reite a p, a' P'.

Di questo teorema si pu6 enunciare il correlativo

per le omografle, e I’analogo relative alia determina-

zioiie di nna correlazione tra gli spazi S, S', facendo cor-

rispondere a due piam a, p di S, due stelle reciproche A, B
in S', in modo che tra la punteggiata aP ed il fascio di

piani AB venga ad intercedere la stessa proiettivith.

Dal teorema innanzi enunciato discende un altro modo

di determinazione della omografla (o della correlazione)

fra due spazi.

Si abbiano, in uno spazio S, 5 punti A,B,CtD,E,

C'

di cui 4 qualiiiique non giac-

ciano in un piano, o, come

SI dice piu brevemente, 5

punti mdipendenti . simil-

mente si abbiano 5 punti

indipendenti A', B, C, If, E',.

in un altro spazio S',

Chiamiamo E^ le

proiezioni di .E'fatte da D,A,

rispettivamente sui piani

ABC , BCD-, analogamente

E\
,
B\ le proiezioni di E'

rispettivamente da If, A! su

a:bc', BCD-.
Stante 1’ indipendenza

dei punti A, B, C, D, E, e
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quella di -d', B, C\ ZX, E\ le quaterue di puuti ABCEi

.

BCJDE^, ABCB^, EC'D'E\, non possiedono terne di

punti in linea retta.

II punto E viene proiettato dalla retta AD sulla BC
nel punto E^^, ch.e e ugualmente la proiezione (su BC)

di da A, e di E^ da D. Cosi il punto E’ viene proiettato

dalla retta A'D', sulla BC', nel punto E'l^, che e ugual-

mente la proiezione (su B'C') di E'l da A', e di E\ da D'.

Dope le precedent! osservazioni e facile vedere che

esiste tra S, S' una omografla, che potremo indicare con

corrispondere A, A'; B,B\ G,G'\

D,D’ -, E,E'.

Invero si ponga tra i piani ABC, A!BC' 1’ omografla

/A C
\A'BCE') dalle due quaderne di punti

ABCEl, A'B O' E'l, similmente si ponga tra i piani

BCD, BOB 1’ omografla <^>iueste due omo-
^

‘

(J \

grafie subordinano la medesima proiettivitii
yjg (j>

tra le rette BC, BC, onde (pel teorema precedente)

esiste tra S, S' una omografla determinata che fa corri-

spondere le coppie di piani ABC, A'BC e BCD, BCD'.

e che subordiua tra di essi le omografie nominate. Tale

omografla tra S, S' fa appunto corrispondere A, A'-, B,B;

C, C; D, D'; E, E'. ViceTersa una omografla tra S. S',

che faccia corrispondere queste 5 coppie di punti fa

anche corrispondere (alia retta ED la EB & perb) ad

El, El, e cosi ad E^, E„-, quindi essa non pub differire

dalT omografla assegnata innanzi

Si conclude il teorema:

Tra due spazi, esiste una determinata omografin, in

cui a 5 punti indipendenli dell’ uno corrispondono orcli-

natamente 5 punti indipendenti dell’ altro.
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CoiTelath’amente (se si dicono indipendenti 5 piani

di cui 4 qualunque non appartengano ad una stella):

Tra due spazt, esiste una determinata omografia,

m cui a 5 piani indipendenii dell’ tmo comspondono

ordmatamente 5 piani indipendenti dell’ altro.

Siinihnente, facendo lo scambio del punti coi piani

nei ragionamenti che si riferiscono ad uno (solo) dei due

spazi, SI ha;

Tra due spazi, esiste una determinata correlazione,

m cui a 5 punti indipendenti dell’ uno comspondono

ordmatamente 5 piani indipendenti dell’ altro.

Ossia, I’lassumendo

.

Tra due forme di 3.^ specie, esiste una determinata

pi'oiettivitd, in cut a 5 elementi indipendenti dell’ una

comspondono ordinatamenie 5 elementi indipendenti

dell' ultra.

§ 88. Omologia. — Allorche si considei'a un’ omo-

grafia tra due spazi e si tieii conto del fatto che

ciascuii punto dello spazio pii6 esser pensato come appar-

lenente a S o a si viene a riguardare i due spazi

come sovmp20osti, e si pu6 porre la questione di asse-

gnare gli elementi imiii dell* omografia, cioe gli elementi

che coincidono coi loro corrispondenti. In luogo di parlare

di « omografia tra spazi sovrapposti » si puo anche parlare

di « omografia iiello spazio ».

Se in una omografia dello spazio tI sono 5 punti o

6 piani uniti indipendenti, V omografia e identica, ossia

fa corrispondere ad ogni punto e ad ogni piano stesso.

E questo un corollario immediate del teorema del

§ precedente, giacche la corrispondenza dei detti 5 punti

(o piani) a se stessi, determina una omografia, e giacche

la corrispondenza identica e appunto omograflea.

Dunque, se in un’ omografia dello spazio, la quale non

sia identica, vi sono 5 punti uniti, 4 almeno di essi giac-

ciono m un piano (e correlativamente).
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In un piano che contenga 4 punti uniti vi e un’omo-

grafla suboi'dinata identica, se tre (almeno) di quei punti

non sono in linea retta. Dunque se in una omografia non

idenlica dello spazio vi sono 5 punti uniti, di cui 3 non

m linea retta, vi e un piano tutto costituito di punti uniti

(e di rette unite). Correlativainente, se nell’ omografia vi

sono 5 piani uniti, di cui 3 non passino per una retta, Ti

6 una Stella tutta costituita di piani uniti (e di rette unite).

Stabiliamo ora il teorema:

Se tn un’ omografia dello spasio vi d un piano dt

elementi umti, i amhe una Stella dt elemenh umti,

e viceversa.

Si abbia nello spazio un’ omografia non identica

,

dotata di un piano a di punti uniti (e di rette unite).

Sieno AA',BB due coppie qualunque di punti corrispon-

denti, die possiamo supporre non poste sopra una stessa

retta Le rette AB,A'B si comspondono ,
ma la AB

incontra il piano a in un punto uiiito, quindi questo punto

appartiene anche alia A'B ;
segue die le rette AB, A'B ,

e percio anche le AA\ BF giacciono in un piano. Dunque

le rette congiungenti le coppie di punti corrispondenti

deir omografia, sono due a due incidenti, e siccome (evi-

dentemente) esse non giacciono tutte in uno stesso piano,

dovranno passare per uno stesso punto 0 (§ 8). Questo

punto 0 e unito, ed ogni retta OA per esse e unita, poiche

ad A corrisponde un punto A! allineato con A, 0, in modo

che la AA' passa per 0. Similmente ogni piano ^ per 0 e

unito, essendo unite tutte le rette (costituenti un fascio)

passanti per 0 e giacenti in p.

Cosi e dimostrato il teorema. L’ inverse si stabilisce

correlativamente.

La particolare omografia (non identica) dello spazio, in

cui esiste un piano e (quindi anche) una stella di elementi

uniti, dicesi omologiai il piano e il centre della stella diconsi

rispettivamente piano d’ omologia e centro d'omologia.
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OsSERVAZioNE. — Non e escluso die il centre possa

appai'tenere al piano d' omologia.

Segue dalla definizione ehe:

In una omologia dello spazio:

1. due piani e due relte corrispondenti s’ incon-

tmno sul piano d’ omologia.

2. due punti coi'rispondenii sono allineati col

centra d’ omologia, e due rette corrispondenti giacciono

in un piano passante pel centra.

In ogni piano (unito) pel ceiitro si ha, come omografla

subordmata, una omologia che ha come asse I’intersezione

del piano considerato col piano d’ omologia, e come centro

il centre d’ omologia.

Come corollario (cfr. § 47)

:

Se AA', BB' sono due coppte di punti omologhi di una

omologia dello spazio di centro P e piano n; M, N sono

le rispettive intersezwni delle retie AA'. BB' con n, si ha

PMAA' n PNBB',

e correlativamente.
* Osservazione. — Il birapporto {PMAA') ha dunque

un \aloi'e costante (indipendente da P) che dicesi V inva-

riante assoluto dell’ omologia, lo stesso numero ammette

anche la definizione correlativa. Esso e uguale ad 1 se

P, M coincidono ; ossia se P appartiene a n.

Se {PMAA!) = — 1, V omologia dicesi armonica,

perche in essa due punti corrispondenti qualsiansi sepa-

rano sempre armonicamente il centro e 1’ intersezione

della loro congiungente col piano d’ omologia.

L’ omologia armonica e involutoria, ossia in essa i

punti corrispondenti si corrispondono in doppio modo.

L’ omologia dello spazio presenta i seguenti casi

particolari metrici degni di nota.

1) Il centro d’ omologia P e improprio e il piano n

6 proprio.

Si ha allora 1’ omologia affine, nella quale a ciascun

punto A corrisponde un punto A, posto sopra una retta AA'
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di direzione assegnata, e tale che le distaiize di A, A',

da Tz sono in un rapporto costante (dato dall’ invariante

assoluto).

In particolare 1’ omologia affine pu6 essere amonica,

ed allora essa e una simmeina ohliqua od ortogonale

nspetto al piano 7t.

2) II centre P e proprio, ed il piano n e improprio.

Si ha allora una omotetia (di centre P), in cui due

punti corrispondenti sono allineati con P, e sono tali che

le loro distanze da P stanno in un rapporto costante

{rapporto d’ omotetia). Questo rapporto e uguale a quello

di due qualsiansi segmenti flniti corrispondenti ( ed e

dato dair invariante assoluto
)

In particolare si ha T omotetia armoiuca, ossia la

simmetria rispetto al centra P.

3) II Centro P e il piano n d’ omologia sono am-

bedue impropri.

L’ omologia equivale alloi’a ad una traslazione dello

spazio nella direzione assegnata dal centre, e si pud riguar-

dare come un caso particolare dell’ omotetia, corrispon-

dente al valore 1 del relative rapporto.

§ 89. Omografla assiale e Massiale. — Se in una

omografia, non identica e non omologica, dello spazio, vi

sono

5 puiiti uniti, tre (almeno) 5 piani uniti, tre (almeno)

di essi sono sopra una retta di essi passano per una retta

la quale risulta tutta costi- che e I’asse d’un fascio di

tuita di punti uniti. piani uniti.

Sussiste il teorema:

Se in un’ omografia dello spazio vi d una retta di

punti umti, vi d anche (almeno) un fascio dt piani

uniti; e viceversa.

Si abbia un’ omografia (non identica) dotata di una

retta a di punti uniti.
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Se tutti i piani per a sono uniti, il teorema e gik

verificato. Se no, vi saranno per a due piani uniti al pid.

Si seelga il fuori di questi (eventuali) piani uniti per a.

Sia J.' r omologo di A; Al' 1’ omologo di Al. Se A' e sulla

retta AA., quests risulta unita; essa non sark iiicideiite

ad a. altrimenti il piano Aa sarebbe unite; tutti i piani

per la retta unita AA' incontreranno a in un punto unite,

e pero saranno uniti. In caao opposto il piano AAA" incon-

trera a in un punto unite {M), e percib sark unite (poicbe

al piano AAM deve corrispondere lo stesso piano AA'M).

Variando A, si potranno ottenere analogamente iiiflniti

piani uniti, e percio vi sara un fascio (o una stella) di

piani uniti. c. d. d

Il teorema inverso si dimostra correlativamente

L’omografia dello spazio. non identica e non omolo-

gica. Ill cui esiste una retta a di punti uniti, e (quindi

anche) uiia retta 5 asse d’un fascio di piani uniti, dicesi

omografin assiale In essa a, b sono in generale rette

sghembe: ma possono anche essere incidenti, o coincidere.

Se (come a) anche b b una retta di punti uniti,

1
’ omografia dicesi biassicde. In questo caso & ed a sono

rette sghembe o coincidenti, altrimenti il piano ba sai'ebbe

tutto co.stituito di punti uniti e 1’ omografia .sarebbe un’omo-

logia. Se a, b sono rette distinte ( sghembe ) ,
1’ omografia

biassiale dicesi iperbolica , se a, 5 coincidono, essa dicesi

parabohca. le rette a, b diconsi gli assi dell’ omografia

biassiale.

Un piano passante per un asse d’una omografia bias-

siale. e sempre unito
;
in esso si ha, come omografia subor-

dinata, uii’omologia di asse o, il cui centre k 1’ inter-

sezione coll’ altro asse.

Nell’ omografia biassiale ogm punto, che non stia

sopra uno degli assi, appartiene ad una retta unita;

correlaiinamente in ogni piano, non contenente un asse,

vi d una retta umta
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Rifei’endoci alia pnma parte dell’ enunciate, sia P il

panto in questione. Se 1’ omografla biassiale e iperbolica,

vi e una retta per P incidente ad a, &, la quale risulta

unita. Questa retta e la sola retta uiuta per P, altrimenti

P (intersezione di due rette unite) sarebbe un punto

unito. Se mvece 1’ omografla biassiale e parabolica, si

consideri I’omologia subordinata di essa nel piano (unito)

Pa. la retta che unisce P al centre di questa omologia

(su a), e una retta unita per P. ancora la retta unita

per P e unica, non essendo P un punto unito

Se P, P' sono due punti (distmti) corrispondenti in

un’ omografla biassiale, la retta PP' e la retta unita per P.

Se r omografla biassiale e iperbolica, la nommata retta

incontra a, b in due punti dislinti M, N.

Se Pi, P\, sono altri due punti (distiiiti) corrispon-

denti, ed Ml, iVi, i punti (uniti) in cui la retta Pj P’,

incontra a, b. dimostreremo che:

St ha la relaztone:

MNPP n MiNiPiP'i

Infatti, se uno dei due punti M, N coincide rispettiva-

mente con uno dei punti M, . iVi
,
p. es. : M coincide con Mi ,

i

punti PP', PiP'i, giacciono in un piano unito per b, e sono

due coppie di punti corrispondenti di una omologia di

centro M ed asse b, quindi sussiste la relazione prece-

dente (§ 47).

In caso opposto, si pu5 considerare una retta (unita)

ausiliaria MNi, e su questa due punti (distmti) corri-

spondenti Pj, P\\ SI avrk:

MNPP' n MiV.P^P'j n MiNiPiP’i, c.d.d.

* OssEEVAZioNE. — II birapporto {MNPP') ha dunque

un valore costante ( indipendente da P). Esso dicesi tnva-

nante assoliiio dell’ omografla biassiale. Esso e uguale ad

1 se M,N coincidono , ossia se 1’ omografla biassiale 6

parabolica (caso limite).
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Se {MNPP') = — 1, due punti comspondenti qua

luiique separano armonicamente le intersezioiii della loro

congiungeiite cogli assi
,

e 1’ ovMyi'ttfio, biassictle dicesi

afiYionicoL. Tale omografia biassiale e involutoria, ossia

)n essa gli elementi comspondenti si corrispondono in

doppio modo.

Ci limiteremo a menzionare il segueute caso parti-

colare nietrico dell’ omografla biassiale, degiio di nota

:

L’ omografia Ijiassale ipei*bolica abbia un asse & all’in-

finito (in un piano) ortogonale all’asse proprio a Allora

due punti comspondenti P,P si trovano sopra una perpen-

dicolare (incidente) ad a, ed il rapporto delle loro distanze

da a (invariante assoluto) e costante.

Se quel rapporto e uguale a— 1, 1’ omografia (biassiale

armonica) e una simmetna ortogonale rispetto all’ asse a.

§ 90. *Oittografle particolari sotto I’aspetto metrico. —
Consideriamo uu’ omografla tra due spazi S, S'. A1 piano

improprio di uno dei due spazi, p. e. di S', comsponde

neir altro, S, uu certo piano X, che dicesi piano limite di

questo spazio. Generalmente il piano X sara un piano

proprio, ed allora ad ogni segmento di una retta

di S, non appartenente al piano X, corrispoiidera, iii S',

un segmento flmto se A5 non ha alcun punto comune

col piano X, ed in-vece un segmento infinito quando avviene

il contrario.

Se il piano X e improprio, 1’ omografia tra S, S' dicesi

omografia affine o afifiniid. L’aflSnitk ti'a due spazi e,

dunque, un’ omografia in cui i piani impropri dei due

spazi si corrispondono.

L’afflnitk tra due spazi e determmata da 4 coppie

di punti 0 di piani propri omologhi, indipendenti.

Se due spazi sono affini, ad un segmento finite o infinito

di una retta (propria) dell’ uno, corrisponde un segmento

ugualmente flnito o infinito di una retta (propria) dell’ altro.
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Punteggiate (pi-opne) corrispondenti in spazi affini,

sono simili.

L’ omografia tra due piani (propri) corrispondenti e

un’ affinity.

Spazi afflni ad un terzo risultano Ira loro afflni . ossia

.

il pi’odotto di due afflnita spaziali, e un’ affinity.

L’ afflnitti tra due spazi fa corrispondere a due piani

paralleli dell’ uno , due piani parallel! dell’ alti'o
;

quindi

ad ogiu parallelepipedo
, un parallelepipedo.

Ora in uii modo analogo a quello occorso nel § 50,

si puo provare che. il rapporto dei volumi di due paral-

lelepiped! corrispondenti e costante E se ne trae la seguente

proprietk generale delle affinity spaziali

.

Nell’ affiniid spaziale il rapporto dt due volunu cor-

rispondenti i costante. In particolare quest© rapporto puo

essere uguale ad 1, nel qual caso due volumi corrispondenti

sono sempre equivalenti. sXXqy&V equivalenza afline.

Un caso particolare molto importante dell’ affinitk

spaziale, h la simihtudine. Essa pu6 definirsi come un’ omo-

grafia tra due spazi, che fa corrispondere i piani impropri

e le polarith assolute di essi Si pu6 anche dire che una

similitudine nello spazio e un’omografla che lascia fermo il

piano improprio e subordina in esso una congruenza (§ 54).

Spazi simili ad un terzo sono simili fra loro; ossia; il pro-

dotto di due similitudini spaziali e una similitudine.

In una similitudine spaziale, due piani omologhi sono

sempre simili (§50) perche le loro rette improprie sono

congruenti ( § 41 ). Ad ogni angolo ( format© da due

rette proprie non parallele) corrisponde sempre un angolo

uguale Ad ogni diedro corrisponde pure un diedro uguale.

Da ci6 segue che, non solo due triangoli (flniti) corri-

spondenti, sono simili; ma sono pure simili due tetraedri

(flniti) corrispondenti. Quindi:

In una similitudine spaziale, il rapporto di due

segmenti (finiti) corrispondenti, d costante.
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lutatti, due segmenti qualsiansi considerati in uno dei

due spazi, ove non giacciaiio in un piano, sono i lati opposti

di un tetraedno, a cui corrisponde nelFaltro spazio un

tetraedro simile.

Due figure omologhe m una similitudine dello spazio

si trovano nella condizione di avere angoli e diedri cor-

rispondenti uguali, e segmenti comspondenti proporzionali

;

percid tali figure sono ^mili nel senso della Geometria

elementare. Pero (riguardando i due spazi come sovrap-

posti) VI e luogo a distinguere una similitudine diretia ed

uiia inversa^ come vedremo bene in un caso particolare

(nel caso della congruenza).

Fra le similitudini dello spazio enumeriamo quelle

biassiali (iperboliche) e quelle omologiche (§§ 88, 89).

Data una similitudine biassiale iperbolica, uno dei

Ruoi assi, b, deve giacere nel piano all’ infinite, poiche

questo piano e unito
,
V altro asse, a, sara una retta

propria. Ora in ogni piano (unito) per a si avrk una

similitudine omologica avente come asse a, di cui il

Centro apparterra alia una tale similitudine omologica

sara una simmetria ortogonale rispetto ad a (§ 50). Si

conclude die la similitudine biassiale dello spazio e una

simmetria ortogonale rispetto ad a.

Data una similitudine omologica, essa avra il piano a

o il centro A all’ inflnito Nel primo caso, la similitudine

e un’omotetia o, in particolare, una traslazione (§ 50).

Nel secondo caso (supposto proprio il piano a d’ omolo-

gia), il centro A sark il polo della retta all’ infinito di a

rispetto alia polarita assoluta, ossia sara il punto all’ infi-

nito delle perpendicolari al piano a.

In ogni piano (unito) per A rester^ subordinata una
similitudine omologica die sara precisamente una simmetria

ortogonale rispetto all’ intersezione del piano stesso con a

(§ 50). In conclusione, la similitudine omologica dello

spazio in questo caso, una simmetria ortogonale rispetto-

al piano a.
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Dunque, I'iassumendo, avremo:

Nello spaziOi ima similitiidine biassiale tperhohca

(non tcleniica) d una simmetria ortogonale rispetto ad

un asse; una shnihtudine omologica S una m^nmetria

rispetto ad un piano, o una omotetia (in particolo.re

una iraslazione),

II rapporto di una similitudine dello spazio puo essere,

in particolare, uguale ad 1 ; si ha allora la congruenza.

Spazi congruenti ad un terzo risultano congruenti fra loro

.

ossia: il prodotto di due congruenze spaziali e una con-

gruenza.

In una congruenza dello spazio, figure omologhe hanna

angoli, diedri, e segmenti cornspondenti uguali: percio

esse diconsi figure congruenti o uguali.

Esse possono tuttavia essere direttamente uguali,

cioe uguali nel sense della Geometria elementare, ossia

sovrapponibili con un movimento ; invece puo riuscire

impossibile di sovrapporle, nonostante Tuguaglianza dei

loro element!, per la loro mversa disposizione, ed allora

si dicono inversamente uguali.

U esempio piu semplice di quest’ ultimo caso e porta

dalla simmetria ortogonale rispetto ad un piano.

Infatti ,
si considerino p. e. due tetraedri (simmetrici)

che si corrispondano in una tale simmetria. Un movimento

che sovrapponesse I’un tetraedro all’altro si potrebbe

concepire come un movimento di tutto lo spazio collegato

rigidamente al tetraedro mobile, e quindi darebbe luogo

ad un’ omografia col piano impi’oprio unite
,
la quale (fa-

cendo corrispondere i due tetraedri) non potrebbe differire

dalla simmetria proposta. Dunque nel movimento anzidetto

tutti i punti del piano di simmetria dovrebbero restar

fermi; ma ci6 costituisce un assurdo, perche, fissando i

punti di un piano, restano fermi anche tutti i punti dello

spazio rigidamente collegati con quelli, sicche il movi-

mento stesso non sarebbe piu possibile.

22
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Un esempio piu generale di congruenza inversa si

deduce dal precedente, operando come segue. Si considerino

due figure simmetriche ( ortogonalmente rispetto ad un

piano), e si sposti medianfe un qualsiasi moYimento Tuna

di esse; si otterranno sempre due figure inversamente

uguali.

Risulter^, poi che T esempio precedente si pu6 riguar-

dare come il caso generale della congruenza inversa.

Se fra le similitudini biassiali ed omologiche, enu-

merate innanzi, si cercano le congruenze, si trovano (oltre

r identita) : la simmetria ortogonale rispetto ad un asse e

la traslazione, che sono congruenze dirette, la simmetria

rispetto ad un piano o ad un centre, che sono congruenze

inverse.

§ 91 * Congruenze. — Approtondiamo lo studio delle

congruenze generali dello spazio.

Sul piano air infinite si ha (almeno) un punto unite A,

Centro di un fascio nel quale viene subordmata una con-

gruenza diretta. La retta a polare di A, rispetto alia

polarita assoluta, e pure unita, e su di essa viene pure

subordmata una congruenza diretta (§ 76).

Ora A e il centre di una stella impropria unifa, nella

quale viene subordmata una congruenza diretta. Questa equi-

varrk o ad una rotazione attorno ad una retta (propria) a',

oppure ad una traslazione, parallela ad un piano, di tutti

1 raggi della stella (§ 50 - Oss. 3.^).

Nel fascio improprio di piani di asse a sara subor-

dinata una congruenza, la quale potrh essere diretta o

inversa Corrispoiidentemente ai due casi la congruenza

stessa dello spazio si dirh diretta o inversa

;

mostreremo

poi che tale distinzione dh luogo alia distinzione delie due

specie di uguaglianza tra le figure, menzionata nel pre-

cedente §.
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Abbiamo ora 4 casi da considerare

.

l.° La congruenza nella stella impropria A e una

rotazione attorno alia retta propria a', e la congruenza

nel fascio iinproprio di piani a e diretta. Allora i piani

per a (ortogonali ad a'), e cosi pure i punti di a', subi-

scoiio per eiFetto della congruenza, una traslazione. Pos-

siamo effettuare la nominata traslazione, operando una

traslazione di tutto lo spazio, parallelamente alia a'. Dopo

ci6 si ottiene una nuova congruenza nella quale si corri-

spondono le nuove posizioni Pi occupate dai punti P
dello spazio, dopo la traslazione, ed i punti P' omologhi

dei detti punti P.

Ora, nel fascio di piani a' (come sulla retta impro-

pria a, ad essa ortogonale) vi e (per ipotesi) una con-

gruenza diretta. la quale pu6 essere geuerata in due

modi da una rotazione del fascio attorno ad a, nell’uno

o nell’altro senso. Effettuando ancora questa rotazione,

in uno qualunque dei due sensi, i piani a'P, verranuo

sovrapposti ai piani a'P’, ed i punti Pi verranuo portati

ad occupare nuove posizioni P’, ,
tali che le rette P'P'j

saranno tutte perpendicolari incident! alia a' Quindi fra i

punti P, P'l intercedera una congruenza biassiale di assi

a, a', la quale (§ 90) sara identica, oppure sara una sim-

metria ortogonale rispetto ad a'.

Si passa dall’ uno all’ altro caso con una rotazione

di due angoli retti attorno ad a', e percio si e condotti

air uno 0 air altro caso, a seconda del senso in cui e

stata effettuata la rotazione attorno ad a' die ci ha

condotto dai punti P^ ai punti Pj. Scegliendo opportu-

namente questo senso, si portano dunque a coincidere i

punti Pj ai punti P.

Cosi la congruenza si trova generata da un movimento

dello spazio, il quale si compone

;

a) di una traslazione parallela ad a':

P) di una rotazione attorno ad a'.



340

Un tal movimento dello spazio si dice un movimento-

ehcoidale attorno ad a.

Questo movimento si induce ad una semplice roiazione

(la traslazione essendo nulla) se su a' si ha 1’ identity

,

cioe se « e una retta di punti uniti, e quindi la con-

gruenza e assiale ,
in caso diverse il movimento non lascia

fermo alcun punto propino, ossia la coiigruenza non ha

punti uniti propri

II movimento nominato si puo ridurre ad una trasla-

zione parallela ad d\ in questo caso tutti i punti impropri

sono uiiiti, cio^ si ha sul piano impropino 1’ identita, e

la congruenza e una particolare omologia (§ 88).

2.

“ La congruenza subordinata nella stella impro-

pria A e una traslazione secondo una giacitura a', e la

congruenza nel fascio impropino u e ancora una con-

gimenza diretta. ossia traslatoria.

Allora la congruenza dello spazio equivale essa stessa

ad una traslazione, la quale pu6 essere composta eseguendo:

a) pinma una traslazione ortogonale -ai piani del

fascio improprio a, la quale sovrapponga ogni piano per a

air omologo
;

^ )
poi una traslazione parallela ai piani di giaci-

tura a' e ortogonale alle rette della stella impropria A
(quindi parallela ai piani per a), la quale faccia sovrap-

porre ogni retta per A alia corrispondente.

3.

° La congruenza subordinata nella stella impro-

pria A e una rotazione attorno ad una retta propria a',

e la congruenza nel fascio improprio a 6 inversa, vale a

dire e una simmetria rispetto ad un piano a per a

Anche sulla retta unita a’ viene subordinata una

congruenza inversa, cio6 una simmetria rispetto al punto

A! = a! a.

Ora si puo effettuare attorno ad o' una rotazione,

la quale porti un qualunque punto P dello spazio ad occu-

pare una nuova posizione Pj, in modo che la coppia PjP'
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giaccia sempi’e in un piano per a' e dalla stessa parte di

essa, vale a dire si trovi sopra uua parallela ad a' Dopo

questa rotazione si effettui la simmetria oidogonale rispetto

al piano a; il piano per ortogonale ad a', verrk sovrap-

posto al piano per P', ortogonale ad a' stesso, e quindi il

punto Pi verrk sovrapposto al punto P.

Cosi la congruenza viene in questo caso generata,

eseguendo una rotazione attorno ad a' , ed una susseguenle

simmetria ortogonale rispetto al piano a ortogonale ad a'.

Se la rotazione nominata attorno ad a' e di due

angoli retti, la congruenza risulta una simnaetria rispetto

al Centro A'. Se invece la detta rotazione e nulla, si ha

una simmetria ortogonale rispetto ad a.

4° La congruenza suboi'dinata nella stella impro-

pria A 6 una traslazione secondo una giacitura a', e hi

congruenza subordinata nel fascio improprio a e inversa,

vale a dire 6 una simmetria rispetto ad un piano a (orto-

gonale alle rette per A).

Allora la congruenza dello spazio si pu6 comporre

effettuando

:

a) prima una ti'aslazione dell’intero spazio nella

direzione parallela alia giacitura a' ed ortogonale alle

rette per A (ossia parallela al piano a), sovrapponendo

cosi ogni retta per A aH’ornologa;

P )
poi una simmetria ortogonale rispetto al piano a.

Questa generazione appare come un caso limite di

quella relativa al caso 3.“

In particolare, se la traslazione parallela ad a' e nulla,

la congruenza si induce alia simmetria ortogonale rispetto

al piano a.

Riassumendo i resultati ottenuti, avremo il

Teorbma. — Vi sono nello spazto due specie cH

cmgruenze

:

I. Congruenze (dtrette) generabih con un movi-

menlo elicoidale attorno ad un asse

;

il quale pub ridursi
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in pai'ticolare ad una semplice rotazioiie attorno ad un asse o

ad una traslazione (congruenze dirette assiah ed omologiche).

II. Congruenze (inverse) generabili con un movi-

mento di roLazione attomo ad un asse ed una susse-

guente simmetria ortogonale rispetto ad un piano per-

pendicolare a questo asse, oppure con un movimento

di traslazione ed una susseguente simmetria ortogonale

rispetto ad un piano parallelo alia dir'ezione del nioto

traslatono; in particolari simmetrie rispetto ad un piano

0 ad un centro (congruenze inverse omologiche).

Due figure corrispondenti in una congruenza diretta

soiio direttarnente congruenti od uguali, cioe sovrappo-

iiibili con uii movimento. Iiivece due figure corrispondenti

in una congruenza inversa sono inversamente congruenti,

cioe hanno gli elementi corrispondenti (angoli e segmeiiti)

uguali ciascuno a ciascuno, ma disposti m modo inverse,

sicche h impossibile (come e state notato — § 90) di

sovrapporle con un movimento.

La distmzione fra la congruenza diretta e I’liiversa

nello spazio, appare cosl analoga a quella stabilita per il

piano. Ma, mentre due figure inversamente congruenti in

un piano sono sovrapponibili con un movimento uscendo

dal piano, manca qui ( inerentemente alia nostra intui-

zione dello spazio) il modo di istituire una considerazione

analoga.

OssERVAzioNE 1.®' — La parte I del teorema stabilito

SI pud anche enunciare sotto la forma seguente, che pre-

senta utili applicazioni nella statica dei sistemi rigidi

:

Il movimento di un corpo rigido iiello spazio, ove si

abbia riguardo al suo passaggio dalla posizione imziale

alia posizione finale, puo sempre considerarsi come un

movimento elicoidale.

OssERVAzioNE 2.*“ — Le relazioni della Geometria

metrica dello spazio, si deducono tutte (in aggiunta alle
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nozioni graficlie) dalle nozioni di « uguagliauza d' angoh

e di segmenti. » Oi*a queste due relazioni fondamentali

si possono deflnire come relazioni graflche degli elementi

dati (angoli o segmenti) col piano improprio e colla pola-

rita assoluta, enti che denomineremo comprensivamente

col nome di « assoluto » dello spazio.

In primo luogo. I’uguaglianza di due angoli al),a'b\ pu6

essere espressa dalla possibilita di far coridspondere i

punti air infinito di a, a e di &, &' in una congruenza del

piano improprio, cioe in una omografia di esso che tra-

hformi in se stessa la polarita assoluta {§ 54).

Invece I’uguaglianzadi due segmenti (propri) AB,A'B',

puo venire espressa (m inflniti modi diversi) dalla possibi-

lity di far corrispondere i punti A, A! e B' in una coii-

gruenza direlta dello spazio. Oia, le condizioni perche

un’ omografia dello spazio sia una congruenza diretta (iiel

caso generale in cui non si Iratti d’ un’ omografia assiale)

consistono in ci6 che essa trasformi in se V assoluto . e

che non abbia alcun punto uinto proprio Infatti una tale

omografia sara anzitutto una similitudine . ed avrii una

retta unita propria a' passante per un punto unito impro-

prio A ed associata al piano improprio iiella stella A;

e poiche su a' si avrh un’ omografia parabolica col punto

unito A (cioe una congruenza). la similitudine iii que-

stione sarh una congruenza (diretta).

Dalle considerazioni precedenti risulta che:

Tutte le relazioni della Oeonieiria metrica dello

spazio si possono definire come relazioni gi’aflche delle

figure coll’ assoluto.

§ 92. * Estensioiie della legge di dualitii nello spazio. —
La legge di duality nello spazio si estende con conside-

razioni analoghe a quelle che hanno pei'messo 1’ estensione

della legge di duality nelle forme di 2.®' specie.
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Si dicono propnetd, proiethve delle figure iiello spazio,

le propneta che si trasmettono inalterate a tutte le figure

omograflche.

Tutte le propineta graflche sono proiettive. Ma tra

queste ultime vi sono pure delle proprietk metriche (pro-

pi’ietk metvico-proiettiva) che per altro possono sempre

enunciarsi sotto forma grafica (Oss. 2.®' del prec. §), riu-

scendo allora iiidipendenti dall’assoluto (cfr. § 55). Ora,

adoperando una reciprocity dello spazio, avremo che:

Ad ogni (igum dello spazio corrisponde una figura

covrelativa, e ad ogni 2i'>’opi'teid
proiettwa della pfima

figura corrisponde una propriela proieiti'oa della seconda,

la quale viene dedotta collo scambio degh elemenli «piinto

e piano ». Cid vale comiinque la proprietd proiettwa

della prinia figura sia stata diniostrata; e quindi aiiche

se nella dimostrazione in parola si sieno impiegati concetti

metnci, non contenuti nei postulati I, II, III, IV, V. VI,

sui quail abbiamo fondato la Geometria proiettiva.

Invece, dalla non esistenza di un ente dello spazio.

che abbia un sigiiificato metrico correlative al piano ini-

proprio e alia polaritk assoluta di esso, si trae che: La

legge di dualitd dello spazio non vale, per le proprietA

metriche, non proiettwe , delle figure in esso contenute.

OsSERVAZioNE. — La estensione della legge di duality

dello spazio per la Geometria proiettiva e stata stabilita

a posteriori, valendosi di una reciprocity. Ma a quest o

riguardo puo farsi la seguente osservazione. I postulati

della ordinaria Geometria metrica possono enunciarsi come

proposizioni grafiche, allorche si tenga conto dell’inter-

pretazione grafica delle nozioni metriche in relazione

air assoluto.

Allora SI puo ricouoscere che tali proposizioni non

sono logicamente indipendenti dai postulati della Geometria

proiettiva, ma possono anzi dimostrarsi in base a questi.
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Cosi ogni ragionamento della Geometria metrica pu6 tra-

sformarsi in un ragionamento della Geometria proiettiva,

fondato sui postulati di essa, dove si consideri in modo
speciale un piano ed una certa polaritk di esso ( costituenti

Tassoluto); tale ragionamento h traducibile colla legge

di dualita e conduce ad un teorema correlative del primo,

ogni qualvolta questo sia un teorema proiettivo, ossia

riesca indipendente dagli enti speciali considerati.

Per tal modo si puo dire che si viene a stabilire a
'prion r estensione della legge di duality dello spazio.





APPBNDIOB

L Geometria astratta, — Noi abbiamo cercato di

porre in luce come la Geometria proiettiva si riferisca

a concetti psicologicamente ben definiti, e per

questo appunto non abbiamo tralasciato occasione di

mo&trare la concordanza fra le deduzioni stabilite e Tin-

tuizione. D’ altra parte pero, e stato avvertito fino dal

principio che tutte le deduzioni sono fondate soltanto

sopra quelle proposizioni, desunte immediatamente dall’in-

tuizioiie, le quail vengono enunciate come postulati.

Sotto questo puiito di vista la Geometria svolta, appare

come un organismo logico, nel quale i concetti elementari

di « punto » « retta » e « piano » (e quelli definiti me-

diante questi) figurano soltanto come dementi di alcune

relazioiu logiche primitive (i postulati) e di alti^e rela-

zioni logiche che ne vengono dedotte (i teoremi). II con-

tenuto intuitive di quei concetti resta perfettameute

indifferente. Da questa osservazione scaturisce un principio

molto fecondo, che informa tutta la moderna Geometria:

il principio della sostituibihtd degli elementi geometrici.

Si abbiano dei concetti comunque definiti i quali ven-

gano convenzionalmente designati coi nomi di « punto » ,
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« retta » e « piano » ; e suppongasi che tra di essi inter-

cedano Is relazioni logiche fondamentali enunciate dai

postulati della Geometi’ia proiettiva. Tutti i teorenai della

detta Geometria avranno ancora significato e validity, ove

si iutenda di considerarli non piu come esprimenti rela-

zioni fra <. punti »
,

« rette » e « piani » intuitivi
,
ma

invece come relazioni tra i concetti dati, i quali sono

stati convenzionalmente designati coi detti nomi.

In altre parole : La Qeometria proiettim pud essere

considemta come setenm astraUa, e ricevere qtmdi

inierprefaztom diverse da quella tntuihva, fissando-che

gli elementi (punti, -rette e piani ) di essa, sieno concetti

comunque deterniinati, tra t quali intercedono le rela-

zioni logiche espresse dai postulati.

Un primo corollario di questo principio generale h

la legge di duality dello spazio Per stabilirla, basta invero

flssare che il nome « punto » designi 1’ ente intuitivo

« piano » ,
e il nome « piano » designi I’ente intuitivo

« punto » ;
osservaiido che (fissato convenientemente il

significato di alcune denominazioni) i postulati della Geo-

metria proiettiva vengono cosi soddisfatti

II. Coordinate proiettiye. — Noi andiamo ora ad

assegnare una nuova applicazione di quel principio, pro-

ponendoci il problema della rappresentazione analitica dei

punti dello spazio mediaiite coordinate.

Per precisare i termini del problema ci proponiamo

di far corrispondere biunivocamente ai punti (propri ed

impropri) dello spazio, i mutui rapporti delle quaterne di

numeri x^, oo^, {coordinate proiettive omogenee) in

modo che i piani vengano rappresentati da equazioni lineari.

Indichiamo con S' I’insieme dei gruppi omogenei di

valori x^x,^x^x^. E desigmamo I’elemento di S', cioe

la quaterna x^ a?3 x^ ,
deflnita a meno di un fattore di

proporzionalitk, col nome di « punto anahtico »
; e simil-
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mente col nome di « piano analitico » 1’ insieme del punti

analitici deflnito da un’ equazione lineare omogenea

Ua, = aj flj x\ +• it-', -+- cii = 0

(dove le a sono costanti).

Date le precedent! convenzioni, possiamo considerare

S' come uno « spazio analitico » ,
al quale possiamo

estendere convenzionalmente tutte le denominazioni stabi-

lite per lo spazio ordinario, e pel quale andiamo quindi

a verificare i postulati della Geometria proiettiva.

Stabilire per lo spazio (intuitivo) S un sistema di coor-

dinate proiettive omogenee (ci5 che e richiesto dal nostro

problema), equivarrli quindi a porre tra i punti di S e di

S' una corrispondenza biunivoca, in cui ai punti di un piano

in S coi’rispondano in S' i punti di un piano (analitico) ;
vale

a dire il nostro problema si ridurrk cosi al problema di porre

un’ omografia tra lo spazio S e lo spazio (analitico) 2'.

Cominciamo dunque dall’ accennare rapidamente alia

veriflca dei postulati della Geometria proiettiva per lo

spazio analitico S'.

Anzitutto si deve chiamare «retta {anahtica} > 1’ in-

sieme dei punti analitici comuni a due piani analitici

I

= a, iTj -h ->r a^x^-^ a^x^~ o

^
^

I
a?, -i- x^-\-b^x^ = 0 .

La retta nominata e comune non solo ai due piani

iiominati, ma anche a tutti i piani

X Uat [1 l^oo -— 0 ,

i quail al variare dei parametri p (e del loro rapporto)

descrivono un fascio.

So iVi Hi Vz Vi) >
^
4)

souo due sistemi di solu-

zioni delle equazioni (1) (ossia due punti della retta), tutte

le altre soluzioni sono date da

^'1 — “t"

^ 2/s
-1"

I*-” ^ ih “t"
I-*' ^3
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variando il rapporto X [ |jl si hanno cosi tutti i punti

della retta.

Ora SI possono subito verificare i postulati del

gruppo: aj h) o) d) e) f) (o I, II, III — cfr. i §§ 2, 3).

Infatti essi si traducono subito in note proprieta dei

sistemi di equazioni lineari.

Considenamo per esempio il postulato a) « due punti

appartengono ad itna retta »

Si abbiano due punti analitici 2/2 Uz ’ (^i ^2 ^3 *

essi appartengono ad uua retta analitica costituita dai punti

(dipendenti dal rapporto dei parametri X ; p.).

Il postulato ij 6 verificato per definizioiie.

Il postulato oj « tre punti, non appartenenti ad una

retta, appartengono ad un piano » si verifica come segue.

Sieiio i/s UiVi) ’ (^1 ^2 "2 ^4 ) > (^*1 **3

punti analitici, non appartenenti ad una retta, cioe inca-

paci di soddisfare due equazioni Iniean e tali che non si

abbiano ralori di X, p, per cui

n, = Xt/, -+- ps, (i = 1, 2, 3, 4).

I punti
(
1/,), {Zi), (t«,) individuano il piano costituilo

dai punti ( X.2 ,
-p- p^, + v ( * = 1,2,3, 4). piano che

ha come equazione.

rp rp rp
«^1 «’ 2 1

i/s y, _ 0
/V /V /V

*

Z, «3

Mj Zf, Mg l^^

II postulato d) viene verificato subito, perche tre

equazioni lineari omogenee indipendenti (cioe tre piani

analitici non aventi comuni gli inflniti punti di una retta)

hanno comune un solo sistema di soluzioni, definite a meno

di un fattore (cioe un punto anahtico).
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fi facile Teriflcare analogamente i postulati ej, f).

Consideriamo ora i postulati IV, V, VI, del 2.° e 3.“

gruppo (§§ 5, 6, 18), ed accenmamo come essi possano veri-

ficarsi per la retta anahtica, donde segue la loro verifica

per le altre forme di 1.^ specie.

I punti

oot = Vi ^ z, {i = 1, 2, 3. 4).

di una retta analitica. vengono ordinati in due sensi

opposti secondo i valori crescenti, o decrescent!, del rap-

porto X
:

(ji. Si ottengono cosi due ordmi (
1’ uno inverse

dell’altro), aventi come prime elemento lo stesso punto {y^).

che corrisponde al valore

= (X = 0.p=:=F:oo);

questo punto e un punto qualunque della retta.

I detti ordmi soddisfano a tutte le proprietk degh

ordmi naturali d’ una retta intuitiva ( aggiunto il punto

improprio). Cosi si verificano i postulati IV e VI, quest’ ul-

timo corrispondendo alia introduzione dei numeri irra-

zioiiali . E poi aiiche facile veriflcare il postulate V

,

osservando che 1’ operazione del proiettare viene rappre-

sentata, nello spazio analitico, da una sostituzione lineare.

Si pu6 dunque aifermare che « valgono per lo spazio

analitico iutti i postulati della Qeometria proiettiva, e

quindi tutti i teoremi di essa »

.

Cio premesso, si puo porre un’ omografia tra lo spazio

intuitivo S, e lo spazio analitico S', fissando che a 5 punti

indipendenti di S, corrispondano 5 punti indipendenti di

S'. Potremo fissare in S' i punti:

(1000), (0100), (0010), (0001), (1111),

poiche i sistemi di numeri sopra indicati sono tali che

(il determinante di 4 di essi non ^ nullo, e perci6) 4

qualunque di essi non soddisfano ad una stessa equazione
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lineare. ossia sono punti auahtici indipendenti. Possiamo

designare con

-^3) ^11

i punti di S cornspondenti ai nominati punti di S'.

Siccome questa comspondenza determina 1’ omografla

tra S e S', cosi possiamo concludere:

Yolendo ra'ppresentare t punti dello spuzio con

coordinate proiettive omogenee (in guisa che V equazione

del piano risulti lineare), si pud fissare in esso 5 punti

indipendenti :

.Aj , .^3 9

e far loro corrispondere nspettivamenie i gruppi di

coordinate

(
1000 ), (

0100 ), (
0010 ), (

0001 ), (
1111 );

ma dopo cid restano determinate, a meno di un fattore

di proporzionalitd , le coordinate di ogni altro punto

dello spazio.

1 punti ij, i4j, JLg, A^, diiconsi punti fondamentali,

0 Yertici del tetraedro fondamentale, del sistema di coor-

dinate; il punto B dicesi punto unitcl.

OssERYAZioNE 1.® — £l facile assegnave il signiflcato

geometrico delle coordinate a?, di un punto P o meglio

dei loro mutui rapporti. Noi ci Iimitei’emo ad enunciarlo.

Si proiettino B e P dalla retta

aim. — ^ni

sopra la retta

atk = Ai A), ,

spigolo opposto del tetraedro fondamentale, e si indicliino

con Bik, Ptk le proiezioni; allora il birapporto

'77

{A, AkE,k Pu,) =
Per dimostrare questa proposizione basterebbe far

vedere che colla costruzione indicata vengono effettivamente
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definiti, a meno di un Tattore, 4 numeri (coordinate omo-

genee) appartenenti ad un punto P dello spazio, in guisa

che, variando P in un piano, i detti numeri soddisfino

sempre ad una equazione lineare.

OssERVAZioNE 2.^ — La rappresentazione dei punti

dello spazio con coordinate proiettive omogenee e stata

stabilita in base ai soli postulati I, II, III, IV, V, VI,

della Geometria proiettiva. Quest! postulati bastano dunque

a fondare tutta la Geometria analitico-proiettiva.

OssERVAZioNE 3.^ — Scaturisce in particolare dalle

precedent! osservazioni che il birapporto di 4 element! di

una forma di 1.^ specie (p. e. di 4 punti di una retta)

pu6 definirsi senza intervento di nozioni metriche.

OSSERVAZIONE 4.^— Le omografle dello spazio. allorche

1 punti di questo vengono rappresentati con coordinate

proiettive omogenee, vengono rappresentate da sostituzioni

lineari omogenee sulle coordinate.

Si dimostri per esercizio.

OSSERVAZIONE 5.^ — Dalle coordinate proiettive omo-

genee, die abbiamo definite nel mode piu generate, si

desumono come casi particolari le piu usual! rappresen-

tazioni dei punti dello spazio che occorrono nella Geo-

metria analitica.

In particolare, si assuma come tetraedro fondamentale

quello costituito da tre piani due a due ortogonali*

= 0 , £^2 = 0
,

= 0
,

e dal piano all’ infinite: — 0. Allora i rapporti

^ ^
xl a?/ a?/

foi’mati colle coordinate proiettive omogenee di un punto

P, diventeranno le sue coordinate cartesiane ortogonali

relative alia terna di piani = 0, = 0, — 0.

23



in Elemeiiti inmaginari. — La rappresentazione dei

punti dello spazio mediante coordinate (proiettive) conduce

ad allargare lo spazio stesso coll’ mtroduzione dei punti

(e quindi delle rette e dei piani) immaginan^ Questi ele-

meiiti immaginari si presentano come enti coiivenzionali,

comspondenti a Talon complessi delle coordinate, e trag-

gono la loro engine dall’utilita di stabilire iin perietto

nscontro del campo geometrico col campo amjdiato dei

iiumeri. Essi permettono di tradurre in linguaggio geo-

nietrico i calcoli die coiiducono alia soinzione di un pro-

blenia, operando su quantita coniunque complesse , e

giungenclo pure talvolta, per tal \ia. alia dotermniazione

di quantita reali

Dopo aver riconosciuto il fatto die « le eleinentari

legg'i delle operazioni algebnclie trovano la loro espres-

sione in tutto un ordine di proposizioni fondamentali della

Geoinetria proiettiva dello spazio, quando i punti dello

spazio stesso vengano rappresentati con coordinate pro-

iettive (^) » ,
non puo sorgere alcun dubbio sulla legitti-

mita dell’uso degli elementi immaginari in tale campo

della Geometria ;
la giustificazione risiede in cio die le

leggi fondamentali del calcolo algebrico sono valide nel

campo del numen complessi, come in quello piu ristretlo

dei numen reali. Di guisa cite, ragionamenti appartenenti

alia Geometria proiettiva, istituiti sulla considerazione di

elementi reali, si estendouo al caso in cm alcuni degli

elementi stessi sieno mimaginari, conducendo pur taholta

a dei resultati m cui entrano soltanto elementi reali.

Quest’ ultima circostanza si presenta sempre, quando

si abbiano due elementi immaginari coniugati (cioe aventi

coordinate complesse coniugate) mediante i quali si deter-

mini un terzo elemeuto ; cosi per esempio quando si

(^) Vengono eccepitc le proposizioni die si riattaccano alia nozione

della disposizione naturale di una forma elementare.
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determina la retta eongiungente due punti immagiuai-i

coniugati, ecc.

Cl limiteremo a dare rapidamente alcuni esempi del-

I'uso fecondo, die pu6 fai'si degli element! immagmari,

facendo espressameiite rilevare la piii vasta generalitii

die Tiene portata nella concezione degli enti geometi’ici.

a) Ogni proiettivitk t: iii una forma di 1.® specie

lia due elementi unit!, die (la proiettivilk essendo reale)

possono essere reali e distinti, o reali e coineidenti, o

iminaginari comugati.

Ora nel l.° caso segue facilmente dal § 35 die gli

elementi uniti della proiettmta (iperbolica) soiio gli ele-

menti doppi d’ una involuzione I die trasforma in se stessa

la n, ossia die e permutabile con essa [1%-b.xI).

Ebbene, questa couclusione si estende aiicora al caso

111 cui la Tz sia una proiettivita elhttica. la involuzione 1

deflnita dai suoi elementi uniti, presi come elementi doppi.

viesce reale (ellittica) e permutabile con tc.

1}) 111 un piano, le rette (reali) esterne rispetto ad

una comca (reale) si debbono riguardare come secanti in

due puiiti immaginari coniugati, e correlativamente si dica

pei puiiti esterni.

Cosi due conicbe (reali) si debbbono riguardare come

aventi in comune due punti immaginari coniugati, quando

vi e una retta (reale) su cui esse determmano la stessa

involuzione ellittica di punti coniugati, ecc.

Allora (§ 59) si deve dire che tutti i cerehi di un

piano banno comuni due punti immaginari coniugati all’ in-

finito, che sono i punti doppi dell’ involuzione assoluta

;

tali punti vengono denominati « punh cicliot » del piano.

Due cerchi (non tangent!) hanno poi comuni altri due

punti (reali o no) intersezioni del loro asse radicale.

Quindi il fascio di cerchi appare come un caso particolare

del fascio di coniche, definito quest’ ultimo come I’lnsieme

delle coniche che passano per 4 punti reali o immaginari



356

(coniugati a coppie) ,
ed il teorema del § 40 "viene a

rientrare nella proposizione dedotta dal teoi’ema di De-

sai*gues in fine al § 66 (pag. 238).

Similmente, il teorema del § 71 per cui « due coniche

che hanno due punti comuni si corrispondono in due omo-

logie, aventi come asse la congiungente i detti punti »

viene ora esteso in guisa da racchiudere come corollario

la proposizione seguente: « due circoli si possono sempre

riguardare in due modi come omotetici » ecc.

cj Una polaritk (reale) del piano definira ora sem-

pre una conica fondamentale, la quale sara immaginaria.

se la polaritk in questione h uniforme. Quindi molte pro-

prietk delle coniche non uniformi, dimostrate median te la

considerazione della loro conica fondamentale, si esten-

deraimo alle polaritk uniformi.

In particolare si potrk cousiderare la conica fonda-

mentale della polaritk assoluta nel piano improprio, la

quale si presenterk come un cerchio alV inflnito comune

a tiitte le sfere dello spazio, ecc.

Senza bisogno di moltiplicare gli esempi (che d’al-

tronde esigerebbero piii lunghe spiegazioni) ben si com-

prende I’utilitk dell’ introduzione nella Geometria degli

elementi immaginari ,
concezione resa familiare dalla

Geometria analitica.

Ma siffatti elementi, cosi introdotti, appariscono sol-

tanto come puri nomi, cui non risponde alcun oggetto

geometrico, e quindi sembrano privi di utilitk ogni qual-

volta non vengano eliminati alia fine della trattazione in

cui sono occorsi.

Or bene, si pub assegnare il significato geometrico

degli elementi immaginari, nel modo che rapidamente

accenniamo

:

Limitiamoci alia considerazione dei punti immaginari.

Si abbia un punto immagmario

P = (a?i +• 00^
-
1
- ii/j, 0*3 t'l/g, iyj.
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e Si considen il punto ad esso coniugato

P' E ( fl?i
— ly^, co^ — iy^, cc^ — iij,

,

— iy^).

La retta PP che congiunge i due punti e reale,

come si riconosce scrivendone le equazioni. Sopra di essa

vi e una ben determmata involuzione ellittica (reale) di

cui P, P sono i punti doppi.

La coppia di punk immaginari coniugaii P P', cor-

nsponde dunque alia reale esistenza di una involuzione

ellittica sop'a una retta reale.

Nasce ora il problema di staccare i due punti coniu-

gati costituenti la coppia, cioe di distinguerli 1’ uno dal-

r altro, coUegando a ciascuno di essi un diverse ente

geometrico.

Immaginiamo di pi'oiettare la coppia PP' sopra uno

spigolo del tetraedro fondamentale, p. e. su Ajs e Ai ^5

4alIo spigolo opposto a^^\ saranno

Pj = + ly
^ ,

a*
j H- iy, , o, o)

P;= {x, — %y, ,
— ly^ , o, o)

le rispettive proieziom di P, P', e bastera staccare i due

punti della coppia P, P,' per ottenere la distinzione di P, P'.

Ora consideriamo un qualsiasi punto M della retta

come determinate dal rapporto X •+• e p della sua seconda

coordinata alia pnma
;

potremo attaccare i due sensi

opposti della retta ai due segni positive e negative, da

cui il coefficiente p, pub essere affetto.

Allora 1 due punti Pi . P/ , corrispondono a due rap-

porti immaginari coniugati:

X.+ =

— tp, =
a?i — ty^'

e quindi vengono collegati a due sensi opposti della retta

e cosl staccati 1’ uno dall’ altro.
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Ai due sensi della retta corrispondono d’altronde

due sensi opposti della retta PP' (proiettata da su a^);

cost i punti P, P' vengono attaccati a due sensi opposti

della retta che h congiunge, e pez’ tal modo distinti

r uno dair alti’o

Possiamo dunque concludere che

;

La cmisiderazione di un pimlo immaginarw nello

spa%io, coivisponde alia comiplessiva eonsiderazione di

una involuzione ellittica sopra una vetta reale, e di un

sense di questa retta.

Questa interpi-etazione degli immagiuari in Geometria

e dovuta a Staqdt ( Beiti’age zur Geometrie der Lage),

che partendo da essa, con minute considei’azioni, ha esteso

per via sintetica al campo piu largo ,
comprendente gli

elementi immaginari, la parte fondamentale della Geometria

pi'oiettiva.

In raolte questioni tuttavia basta introdui’re gh imma-

ginari a coppie (di elementi coniugati) ,
ci6 che pu6 farsi

in un modo molto piti semplice. II Segre ha sviluppato questa

trattazione m uno scritto di natura didattica, ponendo a

base il teoi’ema fondamentale; « Data in una forma di

1.®' specie una proiettivitk ellittica, esiste una determinata

involuzione, pure ellittica, permutabile con essa ».

Noi rimandiamo gli studiosi alia memoria del Segre :

« Le coppie di elementi immaginari nella geometria pro-

iettiva sinfettca» (Memorie dell’Accademia di Torino, 1888),

e al « Trailato di Oeometria proiettiva > del Sannia.

IV. Ceiuio storico-critico sulla genesi dei concetti fon-

damentali della Geometria proiettiva. — £) utile gettare

un rapido sguardo alia genesi dei principali concetti che

stanno a base della Geometria proiettiva.

1. Sebbene la Geometria proiettiva, intesa come

scienza, appartenga a questo secolo, se ne possono rico-

uoscere i germi flno nella Prospettiva di Eucmde e di
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Eliodoro. Col fioxnre delle arti, e segnatanienle della

pittura e deirarchitettura, nel Rinascimento, la Prospettiva

ebbe numerosi cultori, come L. B. Alberti e Leonardo da

Vinci; Guido Ubaldo del Monte ne dimostrava pm tardi

1 prmcipii matematici (1600) (^)-

La considerazione delle figure geometriche dal punio

di vista della Prospettiva, tende a porre in rilievo le loro

proprieta grafiche, discernendole dalle proprietk metnche,

e induce cosi ad una concezione piii generale delle figure

stesse.

Inoltre nella Prospettiva sono implicitamente conte-

nute le due operaziom del proiettare e segare^ fonda-

mentali per la Geometria proiettiva. La i)r]ma operazione

trova infatti riscontro nel processo della visione, per cui

si conducono dal centro dell’occhio (centro di proiezione)

tutti 1 raggi luminosi die vanno ai punti di una figura:

e la seconda operazione corrisponde alia formazione della

immagine della figura veduta. sopra un quadro assegnato

(piano di sezione)

Sembra die speiti a Desargues (1593-1661) e a

Pascal (1623-1602) il merito di aver applicato nella

Geometria, e segnatamente nella teoria delle coniche^ i

metodi della Prospettiva (-).

Le coniclie erano state considerate dagli anticlii come

sezioiii del cono circolare retto, e piii generalmente da

AroLLONio (247 a. C.) anche come sezioni d’un cono cir-

colare obliquo; questo geometra aveva dato di esse uno

studio approfondito
,
ponendone in luce molte delle piii

belle proprietk. Ma non pare die alcuno, prima di Desar-

gues, abbia avuto V idea ieconda di cercare il fondamexito

Q) Si pu6 consnltaie a questo proposito la « Htstoire des Sciences

Mathematiques en Itahe » di Guglieiaio Libri (Parigi - Jules Renouard

etC.‘^183S).

(^) Cfr. Ohasles. <(. Apercu hzstortqxie sur V onqine et le rlevelop-

pement rles tnethodes en GreoMetrze.^-'f^ (Bruxelles, 1837).
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comune delle proprietk delle coniche nel fatto che esse

sono proiezioni di un cerchio.

Tale concezioiie sta a base delle trattazioni di Desar-

gues (1639) e Pascal (1640), mirabili non meno per

r onginalita dei punti di vista che per i nuovi ed impor-

tanti resultati (cfr. p. e. i teoremi dei §§ 64 e 65).

Ma ci6 che a noi preme di rilevare, e come I’lntro-

duzione dei metodi della Prospettiva nello studio delle

coniche appaia rispondente alio spirito di generality, che

animava oramai le ricerche scientifiche, mentre le anguste

divisioni della Geometria dei Greci piii non soddisfacevano

al bisogno di raggruppare molte verity in una sola e di farle

scaturire in modo piu luminoso da uno stesso principle.

La concezione di Desargues permetteva di considerare

come I’ientranti in una sola famiglia le tre specie di coniche

(ellisse, iperbole, parabola) che per lo innanzi erano state

tenute distinte, e ci6 conformemente alia considerazione

del punti impropri, dovuta alio stesso Desargues.

Abbiamo gia spiegato (nota a pag 10) la genesi

psicologica dell’ idea di nguardare due rette parallele come

aventi comune un punto all’ infinite (*).

Certo la spiegazione di questa genesi non serve a

giustificare con tutto rigore 1’ uso dei punti impropri

nella Geometria
,
ne si sa, d’ altra parte, quale giustifica-

zione ne desse il Desargues, che probabilmente si riferiva

(come esplicitamente fece il Leibnitz) a delle nozioni di

continuity. Ma la nominata giustificazione esige uii esame

critico delle proposizioni fondamentali della scienza, che

pu6 essere dato soltanto dal mature spirito d’ analisi

propi'io del nostro secolo.

D’altronde nel metodo delle proiezioni i punti impropri

SI presentano da se, ed, in quanto non ci si scosti dal

(*) L’ldea analoga di considerare due piani parallel! come aventi

comune una retta air infimto e molto postenore ( dovuta a Poncelet ).



361

detto metodo, trovano in esso il fondamento del loro

legittimo uso.

E la stona della Matematica ci avverte che tutti i

concetti fondamentali , venuti ad allargare le idee domi-

nanti uei van campi di essa. sono stati introdotti nella

scienza in un modo analogo, trovando solo pin tardi la

loro plena ed esatta giustiflcazione (‘).

2. Lo spirito di generality,, di cui si 6 riconosciuto'

un’ esphcazione nei metodi geometrici di Desargues e di

Pascal, ha la sua piii alta espressione nella Geometna
anahiica creata da Des Cartes , coll’ applicazione del-

r algebra alia teoria delle curve, nel 1637.

Prescindendo dall’ uso delle figure e ravvicmando

,

sotto uno stesso tipo di equazione, enti geometrici di

forma differente, si veniva ad introdurre nella Geometna

quello stesso carattere di astrazione e di universality,, che

e proprio dei procedimenti analitici.

L’ attrattiva che la nuova scienza esercitd sugli spiriti

piii elevati fu cost potente. che, quindi innanzi, per un

lungo periodo di tempo, ogni altro metodo d’ investigazione

geometrica fu quasi negletto. Cosi, in conseguenza del

rinnovamento portato nelle Matematiche dalle idee di

Des Cartes, mentre nasceva il Calcolo infinitesimale

,

I’indirizzo di Desargues e di Pascal ebbe pochi conti-

nuatori. Sono tuttavia da citare i nomi di De La Hire

(1640-1718) e di Le Poivre (1704), geometri che riattac-

candosi in parte al citato indirizzo, ed in parte alia Geo-

metria degli antichi, arricchirono di bei resultati la teoria

delle coniche. In particolare De La Hire pose i fonda-

menti della teoria delle polari, che pare fosse contenuta

solo in germe nell’ opera di Pascal, e che, ad ogni modo.

(1) Cosi SI dica p. e. relativamente all’ introduzione nell’ algebra dei

numen irrazionali, negativi e complessi, venuti ad allargare il priinitivo

campo dell’ aritmeticsc
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non era stata tramanckta dope di lui. Ancora ncordei'emo

il « Traite de Perspective » di Lambert (1759), nel quale

sono fatte applicazioni del metodo delle proiezioni ad uso

teemeo, come giii Desargues insegn5. trattando numerosi

problemi di Gnomonica, ecc.

3. Ma, se lo spirito analitico aveva dominate qua‘ii

sovrano uella Geometria durante il secolo successiTO alle

scoperte di Des Cartes e di Leibnitz, la reazione, ossena

I’Hankel (')

,

non poteva mancare. Essa si riattacca piu

da Ticino alia tecnica che alia scienza. Le arti e le Indu-

strie, ed i problem! della Prospettiva, della Gnomonica,

del taglio delle pietre, delle maccliiue, che le interessano,

esigevano soluzioni piu spedite e dirette, rispondenti ai

progrediti bisogni : ne in questo la tecnica del disegno

poteva venir sostituita da procedimenti analitici.

Abbracciando insieme quest! van problem! tecinci m
una teona scieiiliflca, cred Monge la Oeometna desont-

tiva (1795), nella quale egli seppe fondere armonica-

meiite vari indirizzi della Matematica pura ed applicata

(sublime carattenstica di un uomo di genio!). E quanto,

aiiche nella teona, egli si sia levato alto, viene attestato

dal latto che egli « pote fare dell’ Algebra colla Geo-

metna, come Cartesio aveva falto della Geonieiiia col-

r Algebra » (®).

Nella Geometria di Monge e della sua scuola non

c’ e ancora la Geometria proiettiva. Ivi si fa uso siste-

matico del metodo delle proiezioni
,

soltanto nel caso

particolare delle proiezioni ortogonali. Ma i concetti ana-

litici, profondamente assimilati e luminosamente trasformati,

hanno ormai portato ad un piu alto grado di generality

la concezione degli enti geometrici coll’ introduzione degli

1*) Cfr. la prefazione stonca aJ suo Iibro « Die Elemente der iiro-

jeeti'oisohen CreometHe » (Teubner — Lipsia, 1875).

(2) Cfr. Chasles c< A;^erQ%i historique ecc. »
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elementi immaginan e con quella del principio di con-

tinuiid, di cm Poncelet doveva fai’e piii tardi un uso cosi

fecondo, sia pure che non riuscisse a gmslificarlo in modo

del tutto soddisfacenle

Ed ecco la « Geonidtrie de position •» di Carnot

(1803), ispirata a questa piu vasta concezione degli enti

geometrici, nella quale, ad esempio, appare generalizzato

il concetto del quadrilatero (seinplice) noto agli antichi,

colla considerazione del quadnlatero ccnnpleto, cui si

aggiunse piti tardi il quadrmgolo completo.

La citata « Q-domdtrie de position »• e 1’ « Essai sur

la thdorie des transversales » del medesimo autore, deb-

liono essere (secondo lo Chasles) rawicinati all’ opera di

Monge, in quanto questi lavon si vogliano riattaccare ai

inetodi di Desargues, Pascal, La Hire e Le Poirre, e

considerarli come una continuazione di essi nel duplice

ordine di relazioni grafiche (o descrittive) e metriche,

ormai difFerenziatesi.

Ma I’opera di Monge, come quella che conteneva una

generalizzazione immensa dei metodi della Prospettiva . e

poneva m una stretta relazione di reciproca dipendenza

la Geometria del piano e dello spazio, deve considerarsi

come la pih efficace preparazione della nnova scienza che

ha permesso piu tardi di penetrare tutti i rami della

Geometria, e sostituirvi con successo i procedimenti della

Geometria degli antichi.

4. La scienza nuova preparata da tanti elementi,

la Geometria proiettiva propriamente detta, sorge col

« Traitd des propridtes projeciives des figures > di

Poncelet (1822) Nel quale trattato si fa uso sistematico

delle proiezioni e sezioni intese nel senso piii generale,

e si ricercano appunto sistematicamente quelle propriety.

' delle figure piane, che hanno carattere d’invarianza rispetto

alle operazioni nominate (proprietd proiettive)

;

tra queste

SI trovano in prima linea le proprietk graflche, e quindi
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le propriety metriche che si riattaccano alia nozione del

rajpporto anarmonico (o birapporio).

Tutta r opera di Poncelet e dominata dall’ idea di

ncondurre , mediante proiezioni . lo studio delle figure

piane a quello di qualche caso particolare notevole. cosl

lo studio delle conicho a quello del cerchio (come gia

Desargues e Pascal), lo studio di un quadrilatero a quello

di un parallelogrammo, ece.

Inoltre a Poncelet si deve la considerazione generale

dell’ oniologia sohda, fondamento della Prospettiva in

rilievo, mentre 1’ omologia piana (die si riattacca al teo-

rema dei triangoli omologici, dovuto a Desargues, ed ora

piu semplicemente dimostrato col metodo di Monge) gi^

SI trova considerata da De La Hire per dedurre le coniche

dal cerchio.

Un alto interesse deve anche essere atlribuito alio

sviluppo date da Poncelet alia teoria della polariid rispetto

ad una conica, teoria di cui abbiam detto doversi al De

La Hire i teoremi fondamentali, £l segnatamente un me-

nto di Poncelet di avere concepito la polarita come uno

strumento generale e fecondo per dedurre sistematica-

mente nuove proprietk (grafiche e metrico-proiettive) delle

figure. Questo strumento permise, p. e., al Brianchon di

dedurre dal teorema di Pascal sull’ esagono iscritto ad

una conica, il teorema, sull’ esalatero circoscritto
, che

porta il suo nome.

Ma vi e nell’ uso di queste considerazioni qualche cosa

di pill che un metodo conducente alia scoperta di nuove

proprietk geometriche
; Gergonnb (autore degli « Annales

de Mathdmatiques » dal 1810 al 1831 )
assorgeva da esse

ad uno dei piu bei principii della moderna Geometria: il

pnncipio di dualitd.

5. Di poco posteriore all’ opera di Poncelet
,
colla

quale sorge, in Francia la Geometria proiettiva, 6 il

« Barycentrische Calcid » di Mobius (1827) che, seguendo
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un mdinzzo analitico-proiettivo, poi’la un nuovo ed impor-

tante contribute a questa scienza.

Si deve a Mobius uno dei concetti fondamentali della

moderna Geometria, cio6 il concetto generate di cotti-

spondenza biunivoca o trasfoTmazione, nel piano e nello

spazio. Ed anche a Mdbius stesso appartiene la conside-

razione di quelle particolari corrispondenze che stanno a

base della Geometria proiettiva : le omografie o colhnea-

zioni. Esse occupano nella Geometria proiettiva un posto

analogo a quello che spetta al concetto del mommento

nella Geometria metrica. Come il movimento permette

di mutare la posizione di una figura dello spazio, senza

alterarne le reciproche relazioni metriche (che com-

prendono iutte le relazioni considerate dal geometra),

cosi r omografla fornisce una trasformazione delle figure,

per la quale in generate non tutte le relazioni di esse,

ma soltanto le relazioni grafiche (e le metrico-proiettive)

vengoiio mantenute. Ed anzi le omografie sono, fra le

corrispondenze biunivoche, le sole che sieno dotate della

propnetk di conservare le relazioni grafiche, giacch^

queste relazioni hanno come contenuto essenziale 1’ appar-

tenersi di punti e piani o di punti e rette, e la condi-

zione di non alterare tale appartenenza serve appunto a

deflnire le omografie tra spazi o piani (§§ 85, 43).

A Mobius, abbiamo detto, si deve la considerazione

generate delle omografie ;
conviene aggiungere che 1’ omo-

grafia tra due piani non differisce dal riferimento mediante

proieziom e sezioni, la cui nozione si riattacca a Poncelet,

e deve anche esser notato che Mobius suppose per 1’ omo-

grafia la condizione di continuity, propriety che pu6

invece esser dedotta dalla definizione. dato il teorema

fondamentale di Staudt.

Ma, non solo le omografie, bensi anche le correlaziom

0 reciprocity includenti il concetto del cambio di ele-

mento (esteso poi immensamente dal Plucker), trovano
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posto neir opera di Mobius , nella quale, dunque, figurano

per la prima volta, in tutta la loro estensione, leproiet-

iimtci, come oggi si considerano nella Geometria proiettiva.

G Accanto a Mobius deve esser posto tra i fonda-

tori della Geometria proiettiva lo Steiner (% di cm la

« Systematische Enticickelung... » fu pubblicata nel 1832.

Le proiettivita assunsero, nelle sue mam, un nuovo ufficio.

dando luogo alia generazione delle figure geometriche:

cosi p. es. e dovuta alio Sterner U generazione 2Votetftva

delle conielie ( § 61 )
die abbraccia entro di .se la desen-

zione organica di Newton, ecc.

Ed anebe sotto questo aspetto 1’ ufficio delle proiet-

tivita pud essere paragonato a quello dei movimenti.

II cerchio. la sfera, il cilindro ed il cono di rotazione

traggono origiiie, in differenti modi, dal mo's imento di un

elemeiito generatore ;
in mode analogo molte curve, super-

fleie, ecc. ( le coiiiche, le quadriche , le cubiche gobbe , le

superflcie del 3.° ordine, ecc.) ammettono semplici genc-

razioiii mediante la proiettivitb. tra forme fondamentali.

e possoiio essere facilmeiite studiate per questa via.

7. Se ora gettiamo uno sguardo alia Geometria

proiettiva, quale essa, per opera specialmeiite di Poiicelet.

Mobius e Steiner, si e formata, vediamo die. mentre i

suoi principali risultati si soiio veiiuti distinguendo da

quelli della Geometria metrica, la dimostrazioiie di molte

proposizioni grafiche viene ancor fatta ricorrendo al con-

cetto della misura. Ora, mentre le nozioni giaficho .si

basaiio sopra un minor numero di concetti e di postulati,

s’ mtroducono cosi dei concetti e dei postulati non iieces-

sari che limitaiio inutilmente la generality della scienza.

(1) Egli fu uno del piu fecondi ingegni geonietnci di lutti i ioinpi.

Con lui SI apre un nuovo penodo nella stona della Geometria coir mizio

della Greometna sujpenore: che per opera di Chasles, Pluoker, Cayley,

Cremona, Clebsoh, ecc. raggmnse presto uno sviluppo elevate.
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E non SI pone in nlievo I’lntimo spirito, die pure la

nuova sdenza ha fatto nascere, per cui due figure proiet-

tive vengono concepite come perfettamente analoghe a due

figure uguali nell’ aiitica Geometria. Studiate sotto questo

aspetto, con istrumenti confacenti all’ indole delle propriety

die s’ indagano, tali figure dovranno presentare le stesse

difficolta di studio. Cosi p. es. il cerchio non apparira piu

semplice di una conica qualsiasi, sicche non converra di

ricondurre alia definizione di esso la definizione delle

coniche, di cui le proprieta graflche ( o le proiettive ) sea-

turiranno iiivece in modo piu naturale e lummoso da una

definizione generale proiettiva, come quelle dovute a

Steiner (§ 61) o a Staudt (§ 56).

Lo scope di rendere indipendente nei suoi metodi e

nei suoi principii la Geometria proiettiva dalla metrica.

caratterizza 1’ ultimo periodo della evoluzione della nuova

scienza, iiel quale, per opera di Staudt (^), essa ha rice\uto

il suo assetto definitive.

II problema fondamentale a cm si collega il i aggiun-

gimento del fine menzionato. si pu6 far consistere iiella

determinazione della proiettivita tra due rette, Se tale

proiettivit^ vieii definita come un riCerimento mediante

proiezioni e sezioni, si riconosce subito che essa resta

determinata da tre coppie di punti omologhi, basaiidosi

sulla costanza del birapporto di 4 punti per le operazioni

citate; ma s’ introduce cosi, nella dimostrazione, uii con-

cetto metrico da cui si vuole invece prescindere.

Ora, la via da seguire si presenta spontanea allorche

SI fissi I’attenzione sulla omografia fra due piani (o spazi).

(^) « Geometrie der Lage » (1847)— « Beitmge zur Geometric der

Lage » ( 1856-57-60 ).

Della vita e delT opera di Staudt discorre il SEfrRE m uiio studio

die precede la traduzione ituhana deUa Geometria d% Posizzone (Torino,

Boeca, 1889).
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Due rette omologhe di questi piani risultano riferite fra

loro in una corrispondenza biunivoca, di cui lo studio

appare subito intoressante, sia per penetrare piu addeiitro

nella considerazione deir omografla, sia perche tale cor-

rispondenza si presenta a prima vista come una (apparente)

generalizzazione della proiettivita definita mediante pro-

iezioni e sezioni. Infatti, si dimostra subito che la citata

corrispondenza gode della proprieta di conservare i gruppi

armonici (§ 44) , cioe di lasciare invariato il valore del

birapporto di 4 punti ogni qual volta esso sia — 1 ;
sorge

quindi la questione se il detto birapporto resti invariato

sempre, anche quando ha un valore qualuiique, diverse

da — 1; in altre parole, sorge la questione se, data, tra

due rette, una corrispondenza biunivoca che conservi i

gruppi arinonici, essa equivalga ad un riferimento delle

due rette mediante proieziom e sezioni.

Si e cosi condotti alia questione fondamentale, cui

Staudt ha dato risposta ajBfermativa, dimostrando quella

proposizione che ha ricevuto appunto il nome di teorema

fondamentale della proieitimtd.

Per tal modo, la nozione di gruppo armonico, che

pu6 esser posta graficamente mediante il quadrangolo

(Desargues) , e corrisponde d’ altra parte ad una cosi

semplice definizione metrica, e divenuta la base dell’ edi-

fizio mnalzato dallo Staudt , essendo presa da lui come

punto di partenza di una nuova definizione della proiet-

tivita tra due rette (o forme di 1,^ specie). La quale

definizione, appunto perche sorta dallo studio dell’ omo-

grafla, presenta considerevoli vantaggi nella trattazione

di questa, permettendo di eliminare la superflua condizione

di continuity che Mobius vi aveva introdotto.

Con Staudt le relazioni grafiche, che costituiscono la

parte sostanziale della Geometria proiettiva, vengoiio ordi-

nate in un corpo di dottrina completamente distinto da

quello delle propriety metriche. Tale purezza di metodo
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rende possibile F esame critico dei postulati della nuova

scienza (Klein, Darboux, Pasch, De Paolis ecc.), e ne la

riconoscere il grande carattere di generalita, per cui essa

abbraccia entro di se anche la Geometria (non euclidea)

che prescinde dal postulate d’ Euclide sulle parallele

(Cayley, Klein).

Inoltre il priucipio di duahtd, primitivamente dedotto

da una trasformazione delle figure per reciprocitk, appare

ormai diinostrato a prion dal fatto che gli elementi fon-

damentali entrano simmetricamente nelle proposizioni gra-

tiche elementari, che costituisconoi postulati della Geometria

proiettiva (aggiunte, pel piano, le considerazioni che abbiamo

istituite nel § 9).

8. Ma r importanza attribuita alia separazione delle

proprioUi graflche dalle metriche non deve far dimenti-

care il grande interesse di queste ultime, anzi la possi«*

bilitk di subordinare sistematicamente la Geometria metrica

alia proiettiva e da riguardarsi come uno dei piii begli

acquisti della nuova scienza.

Che la speciale considerazione degli elementi impro-

pri permette di far scaturire relazioni metriche da rela-

zioni proiettive (queste ultime riducibili a relazioni grafiche),

appare gik dai la^ ori di Poncelet ,
di Chasles ecc. ; ma

e grande merito di Laguerre (') avere rilevato che tictte

le propneta metriche delle figure si possono riguardare

come relazioni proiettive (o grafiche) di esse con quegli

enti particolari die costituiscono VassohUo (§§ 50, 54, 91),

cioe coi pitnii ciclici (involuzione assoluta) nel piano, e

col cerchio alV infiniio delle sfere (polarita assoluta)

nello spazio.

In seguito si vide che non solo Fordinaria Geometina

euclidea, ma anche la non euclidea poteva venire subor-

(b « ^ote stir lit theorie des foijers ». Nonvelles Annale de Matlie-

lii.iiiques, 1853.

24
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dinata in un modo analogo alia Geometria proiettiva

(Cayley - 1859). E gli scambievoli rapporti della Geometria

proiettiva colla metrica apparvero lumeggiati dal confronto

deir indirizzo proiettivo colie memorabili ricerche di Rie-

MANN, Beltrami, Schlafly, mediante I’introduzione del con-

cetto fondamentale di gruppo di trasformazioni (Klein

e Lie).

9. Traendo le sue origini da problemi essenzialmente

tecnici della Pi'ospettiva, della Gnonomica, ecc. , la Geo-

metria proiettiva h venuta sorgendo dal campo della pratica

al campo di una teoria sempre pin elevata efeconda, che

sta a fondamento dei successivi sviluppi della Geometria

supenore. Essa ha seguito cosi la legge universale di

evoluzione delle scienze, che consiste appunto in un pro-

cesso di astrazione e di generalizzazione. Ma, come le

altre scienze, anche la Geometria proiettiva, corrispon-

dentemente al suo progresso teorico, ha veduto allargarsi

il campo delle applicazioni, rmscendo alia sua volta non

solo a dare una risposta ai problemi tecnici che m prin-

cipio le dettero impulse, ma portando altresi nuovi ed

mattesi resultati di grande valore pratico.

Abbiamo gia accennato ai numerosi problemi che

ricevono la loro soluzione dai metodi descrittivi di Monge

e della sua scuola. ed in questi abbiamo riconosciuto i

germi dell’ opera di Poncelet. Alla sua volta all’ e.sten-

sione cosl ottenuta nell’ uso delle proiezioni si deve colle-

gare la nitova Prospettiva di Cousinery (1828), e I’liii-

portanza che ha acquistato nella Geometria desci'ittiva

il metodo delle proiezioni centrali, da cui Fiedler ha

tatto derivare tutti gli altri metodi di rappresentaziono.

Ma un nuovo ordine di applicazioni si ha nel campo

della Statiea graftoa. Qiicste sono dovute principalmeiile

a Culmann (') (« Lehrhiich der graphischen Stn/i/,’

(*) fii p.trte preceduto da Maxnvel {Phil. Maga/.ine, l<Sd4).
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Zurigo, 1866) ed a Cremona (« Le figure reciproche della

Statica grafica », 1872), i quali seppero ricondurre a

semplici ed eleganti costruzioni, date dalla Geometria

proiettiva, numerosi problemi tecnici relativi alia fabbri-

cazione di volte, ponti, ecc.

Dalle quail applicazioni, paragonate alio svolgimento

teorico della nostra scienza, sorge un grande ammaestra-

mento confortato ad ogiii passo dalla storia della Mate-

matica. I van rami della Matematica pura ed applicata si

annodano e si collegano fra loro per vie inaspettate; e

le idee, che traggono engine da elementari problemi della

pratica, sembra debbano maturarsi per una lunga elabo-

razione di pensiero, nelle region! piu alte della teoria,

prima che possano discendere feconde nel campo di atti-

vitk della vita.
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A.TA -CORRIGK

Pay Imea ttlle parole si sostituisca

12 11 dill basso alle rette alle rette e ai piani

47 1 > j> bmivoca . . biunivoca

74 S ' 1 segmenti . i rapporti dei segmenti
74 7 j' >- dalle coppie . . dalle designate coppie

74 - ' lu seiii del loro angoli ai rapporti dei seni dei loro an-

5 TCj 7^2 7Cf^

150 14 § 33 *.
.

iGd 4 pnnti omologbi

166 4 ' » rette omologlie

170 12 P infinite. . .

17S

17^

170

16

14

0 dull’ alto

^ 4S

4? 4S

omotetia .

ISO 11 oqnivale

ISO 12 dal basso § 81

1U> 9 dalP alto separati. .

192 11 dill basso dai vertici

•200 T) dalP alto La legge di dualii^i

20S T) dal biisso cono quadrico. .

21-2 12 dalP alto propiietri 1 . .

213 1*2 § 56 ...
•22*1 S dal basso cercbio. . . .

2:50 1 conicH

•271 3 dnlP alto 31

311 17 V polari di P) . . . .

goli (cfr § 34)

TCj TZ^ TCj

^ 37

pnnti

rette

1’ infinite , la quale si pu6 consi-

derare come un caso partico-

lare delP omotetia comspon-
dente al valore H- 1 del relative

rappoi to

47

4? 47

omotetia (in partiLohne unu tra~

slazione)

Si riduce

§ 49

separate

dai vortici, invece appaitengono

a due legiom diverse, se le

X>roiezioni di essi su due lati

separano i vertici, mentre le

loro pioiozioni sul terzo Into

cadono ancora nello stesso seg-

mento terminato dai vertici.

J'La legge di dualitii

cono quadrico (col vertice proprio)

proprietti 4

^ n7

cercbxo passante x>er A, 5,

conica ( rispettivamente luogo o

inviluppo)

^ BO

polari di P).












